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w ∈ O(D) ÀÁ*Î¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏYÐÀnÂH¿ w(D) ⊂ Ω
ÂH¿fÄÏÈMÅ0Ë.Î]Ï7Ê
p < h(Ω)
ÂH¿fÄÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï |IΩ|p ¿Î]ÁÎ¿Î]ËÉﬀÅ0ÏfÀÍÉÎ@Å0ËHÎ]Ï7Â u Î]Ïf× u ◦ w ÀÁÎ
¿Î]ËÉﬀÅ0ÏfÀÍFÉÎ@Å0ËHÎ]Ï7ÂÈMÅ0Ë |w|p ÍÅ0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊTÐ4Ä~¿ÎﬃØ0Ä w ∈ Hp(D) Õ
+?ÏÂH¿fÄ¹ÁÄ!ÆfÄÌÐ4ÄY×fÄÏfÅ]ÂHÄYÈMÅ0Ë
α ∈ (0, 1), c > 0 ÂH¿fÄY×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
Wα,c := {z ∈ C : | arg(z + c)| ≤ αpi
2
Å0Ë | arg(z − c)− pi| ≤ αpi
2
},   ÕA
ÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ

Õ0Õ

Ñ*Ò­Ó
tqIe*qsmltAcBe7ckÔBm;o=Õpij;jËe7cptf o×Ö"piØÐØe7o
åæ
αpi
ç è
Wα,c
−c
αWα,c(t) t
xÀÔ0ÆfËÄ

Õ0ÕŁf¾¿fÄ~×fÅ0ÆfÙfÌÄ¹ÁÄÍzÂHÅ0Ë
Wα,c
éêëë|ì|íMî;íMîsïð
Ì
w ∈ O(D) ¡;ÅbÅ	§2ª¬DÆ§7Â§2ª§7ÇIÁﬁÆd¡N¦ªÌ[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢¨ñh¡v©ËÆ w(D) ⊂ Wα,c Ìﬃ§7ÇÅ	§2ª¬
c ∈ R+ ò ©ËÆ¬z¢ w ∈ Hp Ìﬃ§7ÇÃ£ ÂËÂ p < 1
α ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ
¡
ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔÂHÅÐ¿Î2ÂFÐ=Î]ÁFÁHÎ]À×Î]ÙlÅ	Ø0Ä.ÀnÂpÁÆ,ÛﬀÍÄÁ¹ÂHÅÍÅ0ÉﬀÇfÆ,ÂHÄÃÂH¿fÄ#ÖpÎ]Ë×,ÊêÏ!ÆfÉ³ÙlÄËFÅ]È
Wα,c
ÕxÅ0ËpÁ%ÂCÎ]ËÌÀÞ]Ä~ËÄÔ0ÀÅ0ÏfÁ
Ω 6= C ÐÀnÂH¿ÚËÄÁÇlÄÍzÂ¹ÂHÅÂH¿fÄÃÅ0ËÀÔ0ÀÏÂH¿fÄ.Î]ÙlÅ	Ø0Ä³ÍÀnÂHÄ×Î]Ë%ÂHÀÍÌÄ2~  #7
ÇfËÅ	ØdÀ×fÄÁsÎ]ÏKÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂ=ÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ*,ÏÎ]ÉﬀÄÌnÊ
h(Ω) = lim
t→+∞
pi
αΩ(t)
Ð¿fÄËÄ
αΩ(t) := max{m(E) : E ÀÁÎÁÆfÙÎ]ËÍYÅ]È Ω ∩ {z ∈ C : |z| = t}}
Î]Ïf×
m(E)
×fÄÏfÅ]ÂHÄÁÂH¿fÄ~Î]ÏfÔ0ÆfÌWÎ]Ë­¢kÄÙlÄÁÔ0ÆfÄ~ÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄYÅ]È
E
Õ+?ÏTÂH¿fÄYÍﬃÎ]ÁÄÃÎ2Â¿Î]Ïf×Ð4Ä¥Ïf×
αWα,c(t) = αpi + 2 arcsin
(c
t
sin
(αpi
2
))
Î]Ïf×ÂH¿fÄËÄﬃÎ2ÈvÂHÄË
h(Wα,c) =
1
α
Õ
¢kÄÉﬀÉÎ

Õ

ÕsÀÁuÁÅ0ÉﬀÄÞ!ÀÏf×ﬀÅ]ÈøÂ?Ð4Å7`?ÁÀ×fÄ×ﬀØ0ÄËÁÀÅ0ÏÅ]ÈkÎ¹Ð4ÄÌÌ$Þ!ÏfÅ	ÐÏÂH¿fÄÅ0ËÄÉôMÍzÈ^Õﬂ4Å0ËÅ0ÌÌWÎ]Ë%Ê

Õ

ÀÏÍC¿Î]Ç,ÂHÄË+J+J+*Å]È~©-77Å0Ë×~©
ËUÎ]ÁÁÄË%ÂHÀÏfÔ¹ÂH¿Î2ÂAÎ]ÏÎ]ÌnÊ!ÂHÀÍ4ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁUÐÀnÂH¿.Ø]Î]ÌÆfÄÁuÀÏÎ]ÏÅ0ÇlÄÏ
ÁÄÍzÂHÅ0ËÙlÄÌÅ0ÏfÔ.ÂHÅﬀÎ.ÁÆfÀnÂCÎ]ÙfÌÄ
Hp
ÁÇÎ]ÍÄ]Õ
¡
ÏÎ]ÌnÂHÄËÏÎ2ÂHÀnØ0ÄÇfËÅdÅ]ÈPÅ]È¢kÄÉﬀÉÎ

Õ

ÕsÉÎ]Þ]ÄÁAÆfÁÄsÅ]ÈøÂH¿fÄÂH¿fÄÅ0Ë%ÊﬀÅ]ÈPÁÆfÙlÅ0Ë×fÀÏÎ2ÂHÀÅ0ÏPÕ"3ÄÍﬃÎ]ÌÌ
ÂH¿Î2ÂsÎ.ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w1 ∈ O(D) ÀÁÍﬃÎ]ÌÌÄ× Åz¥RÛ[§7ÇJÉ]¡v¢l£]©?¬ ÂHÅﬀÎ.ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï w2 ∈ O(D) ÀnÈ
w1 = w2 ◦ ϕ   Õ  
ÈMÅ0Ë4ÁÅ0ÉﬀÄF¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍsÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
ϕ : D → D ÐÀnÂH¿ ϕ(0) = 0 ÕÓaÄ¹ÆfÁÄpÂH¿fÄ¹ÏfÅ]ÂCÎ2ÂHÀÅ0Ï w1 ≺ w2
ÂHÅÚÄ=!,ÇfËÄÁÁ³ÂH¿fÀÁYÈÝÎ]ÍzÂ³Á%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌÀÍﬃÎ]ÌÌnÊ0Õ
¡
ÈÝÎ]ÉﬀÅ0ÆfÁYÂH¿fÄÅ0ËÄÉ¶Å]ÈÞ¢kÀnÂÂHÌÄzÐ4ÅdÅd×Á%ÂCÎ2ÂHÄÁ~ÂH¿Î2Â³ÀÏÂH¿fÀÁ
ÍﬃÎ]ÁÄ
2pi∫
0
|w1(reiτ )|p dτ ≤
2pi∫
0
|w2(reiτ)|p dτ
ÈMÅ0Ë
0 < r < 1
Î]Ïf×
0 < p <∞ ,Ð¿fÀÍC¿KÀÉﬀÇfÌÀÄÁ w1 ∈ Hp ÀnÈ w2 ∈ Hp Õ
-
Ñ*Ò­Ó
tqIe*qsmltAcBe7ckÔBm;o=Õpij;jËe7cptf o×Ö"piØÐØe7o
+ïÈ
w
ÀÁÎ.¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍsÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏTÐÀnÂH¿
w(D) ⊂ Wα,c Î]Ïf× wα,c ÀÁÎ.ÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌøÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ.Å]È
D
Å0Ï7ÂHÅ
Wα,c
ÐÀnÂH¿
wα,c(0) = w(0)
ÂH¿fÄÏ
w ≺ wα,c ÁÀÏfÍÄ  Õ  F¿fÅ0Ì×fÁ¹ÐÀnÂH¿ ϕ := w−1α,c ◦ w
Õ
ÖsÄÏfÍÄ¢kÄÉﬀÉÎ

Õ

Õ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁ=ÀÉﬀÉﬀÄ×fÀWÎ2ÂHÄÌnÊÈMËÅ0É ÂH¿fÄYÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏ7Â¢kÄÉﬀÉÎ

Õ

Õ

Õ
éêëë|ì|íMî;íMî;í,õ
§7ÇY£]¢ﬁÙ¦C§2¢rÌﬃ§7Ç[ªﬀ£ Âøªﬀ£=Á5Ál¡v¢Í
wα,c
§Ì
D
§2¢©?§
Wα,c
Æ§7ÂÉAÅ
wα,c ∈ Hp Ìﬃ§7Ç~£ ÂËÂ
p < 1
α
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ&dÀÏfÍÄÈMÅ0ËYÁÆfÀnÂCÎ]ÙfÌÄËÄﬃÎ]ÌuÏ!ÆfÉ³ÙlÄËÁ
c′
Î]Ïf×
d
Ð4Ä¿ÎﬃØ0Ä
wα,c − wα,c(0) ≺ wα,c′ = dw 
Ð¿fÄËÄÂH¿fÄÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]Ì4ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
w
Å]È
D
Å0Ï7ÂHÅÁÅ0ÉﬀÄT×fÅ0ÆfÙfÌÄTÁÄÍzÂHÅ0Ë
Wα,c′′
ÀÁ.Ô0ÀnØ0ÄÏÙ7Ê ÂH¿fÄ
&dÍC¿7Ð=Î]ËJ=`vﬂ4¿fËÀÁ%ÂHÅ £øÄÌkÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ
w(z) :=
∫ z
0
(ζ − À )α(ζ + À )α(ζ − 1)−1−α(ζ + 1)−1−α dζ,   Õ 5
Ð4Ä~ÍﬃÎ]ÏÍÅ0Ï*¥ÏfÄ~Å0ÆfËÁÄÌnØ0ÄÁÂHÅÇfËÅ	ØdÀÏfÔ.ÂH¿Î2Â
w ∈ Hp Õ¢kÄzÂ 0 < r < 1 ÕUÓaÄ¥Ïf×∫ 2pi
0
|w(r ÄÈö τ )|p dτ =
∫ 2pi
0
∣∣∣∣∣
∫ r ÷ ö τ
0
(ζ − À )α(ζ + À )α(ζ − 1)−1−α(ζ + 1)−1−α dζ
∣∣∣∣∣
p
dτ
≤
∫ 2pi
0
(∫
÷
ö
τ
0
|ζ − À |α|ζ + À |α|ζ − 1|−1−α|ζ + 1|−1−α |dζ|
)p
dτ
≤ 2αp
∫ 2pi
0
(∫
÷
ö
τ
0
|ζ − 1|−1−α|ζ + 1|−1−α |dζ|
)p
dτ.
+ïÈÐ4ÄY¿Î]×KÇfËÅ	Ø0Ä×êÏfÅ	Ð ÂH¿Î2ÂÈMÅ0ËÁÅ0ÉﬀÄYÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7Â
C > 0∫
÷
ö
τ
0
|z − 1|−1−α|z + 1|−1−α |dz| ≤ C (|1− Ä ä τ |−α + |1 + Ä ä τ |−α)   Õ #n
Ð4Ä~ÍÅ0ÆfÌ×TÈMÆfË%ÂH¿fÄËÄÁ%ÂHÀÉÎ2ÂHÄ
‖w‖p = sup
0<r<1
(
1
2pi
∫ 2pi
0
|w(r Ä ä τ )|p dτ
) 1
p
≤ 2α
[
1
2pi
∫ 2pi
0
(
C(|1− Ä ä τ |−α + |1 + Ä ä τ |−α))p dτ] 1p
≤ 2
αC
(2pi)1/p
[(∫ 2pi
0
|1− Ä ä τ |−αp dτ
) 1
p
+
(∫ 2pi
0
|1 + Ä ä τ |−αp dτ
) 1
p
]
< ∞
ÁÀÏfÍÄ
αp < 1
Õ+?ÏKÅ0Ë×fÄË=ÂHÅÄÁ%ÂCÎ]ÙfÌÀÁ¿|

Õ #nAÐ4Ä~ËÄÉÎ]ËÞﬀÂH¿Î2Â
∫
÷
ö
τ
0
|z − 1|−1−α|z + 1|−1−α|dz| ≤ C1
∫
÷
ö
τ
0
(|z − 1|−1−α + |z + 1|−1−α) |dz|
>
Ñ*Ò­Ó
tqIe*qsmltAcBe7ckÔBm;o=Õpij;jËe7cptf o×Ö"piØÐØe7o
Ð¿fÄËÄ
C1 :=
(
inf
z∈D
|z − 1|1+α + |z + 1|1+α
)−1
<∞
ÁÅÂH¿Î2ÂÀnÂÁÆ,ÛﬀÍÄÁÂHÅÁ¿fÅ	Ð ÂH¿Î2Â
∫
÷
ö
τ
0
|z − 1|−1−α|dz| ≤ C2|1− Ä ä τ |−α.   Õ('

¾*Å0Ô0ÄzÂH¿fÄËÐÀnÂH¿TÂH¿fÄ~Î]ÏÎ]ÌÅ0Ô0Å0ÆfÁÀÏfÄ!ÆÎ]ÌÀnÂ?Ê
∫
÷
ö
τ
0
|z + 1|−1−α|dz| ≤ C3|1 + Ä ä τ |−α


Õ('
¹ÀÉﬀÇfÌÀÄÁ¹ÂH¿fÄÏ

Õ #nFÐÀnÂH¿
C := C1 max(C2, C3)
ÕB+ïÈ
τ
ÀÁ~ÁÆfÍC¿ ÂH¿Î2Â |1 − Ä
ä
τ | < 1 Ð4Ä
Î]ÇfÇfÌnÊÂH¿fÄ¹ÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÅ0ËÉÎ2ÂHÀÅ0Ï
z =
x
Ä
ä
τ
1− |1− Ä
ä
τ | , x ∈ [0, 1− |1−
Ä
ä
τ |, ]
ÂHÅËÄzÐËÀnÂHÄ¹ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄÔ0ËHÎ]ÌPÀÏ9!ÆfÄÁ%ÂHÀÅ0ÏêÎ]Á
∫
÷
ö
τ
0
|z − 1|−1−α |dz| =
∫ 1−|1− ÷ ö τ |
0
( |x Ä
ä
τ − (1− |1− Ä
ä
τ |)|
1− |1− Ä
ä
τ |
)−α−1
dx
1− |1− Ä
ä
τ |
≤
∫ 1−|1− ÷ ö τ |
0
|x Ä ä τ − (1− |1− Ä ä τ |)|−α−1 dx.
ç è
x
æ©ø τ
æ
ø τ
γ
1x
åræ
1− |1− æø τ |
β
xÀÔ0ÆfËÄ

Õ

ÕŁ
¡
ÏfÅ]ÂH¿fÄËÇfÀÍzÂHÆfËÄ¹Å]È*ÂH¿fÄYÆfÏfÀnÂÍÀËÍÌÄ
¾¿fÄYÁÀÏfÄYËÆfÌÄ¹ÀÏTÂH¿fÄ¹ÉÎ]ËÞ]Ä×ÂHËÀWÎ]ÏfÔ0ÌÄFÀÏBxÀÔ0ÆfËÄ

Õ

ÊdÀÄÌ×fÁ
|x− 1|
|x Ä
ä
τ − (1− |1− Ä
ä
τ |)| =
sin β
sin γ
≤ 1
sin γ
=
1
sin pi−3τ
4
→
√
2 (τ → 0),


Ñ*Ò­Ó
tqIe*qsmltAcBe7ckÔBm;o=Õpij;jËe7cptf o×Ö"piØÐØe7o
ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
|x− 1| ≤ C4|x Ä ä τ − (1− |1− Ä ä τ |)| ∀x ∈ [0, 1− |1− Ä ä τ |]
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌPÁÉÎ]ÌÌ
τ
ÁHÎﬃÊ |τ | ≤ ε ÕUÓaÄYÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏ∫
÷
ö
τ
0
|z − 1|−1−α |dz| ≤ Cα+14
∫ 1−|1− ÷ ö τ |
0
(1− x)−1−α dx
=
Cα+14
α
(|1− Ä ä τ |−α − 1)
≤ C
α+1
4
α
|1− Ä ä τ |−α.
xÅ0Ë
τ ∈ [ε, 2pi − ε] ÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
τ → |1− Ä ä τ |α
∫
÷
ö
τ
0
|z − 1|−1−α |dz|
ÀÁPÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ*Î]Ïf×FÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄuÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×YÙ7Ê¹ÁÅ0ÉﬀÄUÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7Â
C5
ÕG+ïÈ!Ð4ÄuÁÄzÂ
C2 := max{Cα+14 α−1, C5}
Ð4Ä~Ô0ÄzÂ

Õ('
AÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
τ ∈ (0, 2pi) Õ
¸º¹Jùº¹½¼
²Nú±³¸
¾à
áZû
¾
µiú³·
¿
+ïÂsÀÁ=Ð4ÄÌÌkÞ!ÏfÅ	ÐÏÂH¿Î2ÂÈMÅ0ËÎ³ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w ∈ Hp (1 ≤ p ≤ ∞) ÂH¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂ
w(t) := lim
z→t
z∈S(t,β)
w(z)


Õ 5
Ä=!,ÀÁ%ÂHÁÈMÅ0ËÎ]ÌÌ"ü
©?§7Â ý¡Ý£]¢£]¢Í Â¬iÅ
S(t, β) := {z ∈ D : | arg(t− z)/t| ≤ β/2}
ÐÀnÂH¿
0 < β < pi
Î]Ïf×.ÈMÅ0ËhÎ]ÌÌ
t ∈ T ÐÀnÂH¿³ÂH¿fÄÄ=!,ÍÄÇ,ÂHÀÅ0ÏﬀÅ]ÈøÎ¹ÁÄzÂAÅ]ÈQ¢kÄÙlÄÁÔ0ÆfÄsÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄ­ÄËÅ~Å0Ï
T
Õu¾¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂ

Õ 5AÀÁËÄzÈMÄËËÄ×ÂHÅﬀÎ]ÁÂH¿fÄ
¢ø§2¢©ï£]¢Í!¬z¢©Ý¡Ý£ ÂMÂL¡vª.¡v©
Î2Â
t
Õh¾¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
MÄ!ÆÎ]ÌÌnÊ³×fÄÏfÅ]ÂHÄ×Ù7Ê
w
UÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁUÂHÅYÂH¿fÄ
Lp
ÁÇÎ]ÍÄsÅ0Ï
T
ÕU¾¿fÄsËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ¿fÀÇ.ÙlÄzÂ?Ð4ÄÄÏËÄﬃÎ]Ì$Î]Ïf×
ÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%ÊêÇÎ]Ë%Â~Å]È4ÂH¿fÀÁYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w = u + iv
ÍﬃÎ]ÏaÙlÄÁ%ÂHÆf×fÀÄ×aÙ7ÊÉﬀÄﬃÎ]ÏfÁYÅ]È4ÂH¿fÄ
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©§iÁ¬ÈÇ£]©?§7Ç
H
×fÄÈ¥ÏfÄ×êÙ7ÊTÂH¿fÄYÁÀÏfÔ0ÆfÌWÎ]Ë=ÀÏ7ÂHÄÔ0ËHÎ]Ì
Hϕ(e ä τ ) :=
1
2pi
∫ 2pi
0
ϕ(e ä σ) cot
τ − σ
2
dσ.


Õ(

sÅ]ÂHÄêÂH¿Î2ÂÂH¿fÀÁ×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÀÅ0Ï ¿Î]ÁÂHÅ ÙlÄÚÆfÏf×fÄËÁ%ÂHÅdÅd×úÀÏÂH¿fÄÚÁÄÏfÁÄÅ]È¹ÂH¿fÄºﬂ=Î]ÆfÍC¿7ÊúÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄ
Ø]Î]ÌÆfÄ]ÕxÅ0Ë
ϕ ∈ Lp (1 < p < ∞) Î]ÌÁÅ Hϕ ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁÂHÅ Lp ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â ϕ + iHϕ ∈ Hp Õ
¡
ÌÁÅ
H
ÀÁ³ÎêÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔKÅ]È
Ck+α
ÀÏ7ÂHÅêÀnÂHÁÄÌnÈ=ÈMÅ0Ë
k ∈ N, 0 < α < 1 Ð¿fÄËÄ Ck+α
ÍÅ0ÏfÁÀÁ%ÂHÁÅ]ÈhÎ]ÌÌlÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÅ0Ï
T
Ð¿fÅ0ÁÄ
k
`ïÂH¿×fÄËÀnØ]Î2ÂHÀnØ0Ä¹ÀÁsÖÞ}0Ì×fÄËÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÐÀnÂH¿Ä=!,ÇlÅ0ÏfÄÏ7Â
α
ÕDþsÏ,ÈMÅ0Ë%ÂHÆfÏÎ2ÂHÄÌnÊ
lÂH¿fÄ.ÖsÀÌÙlÄË%ÂFÅ0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ëp×fÅdÄÁFÏfÅ]Â¹ÉÎ]ÇêÂH¿fÄ³ÍÌWÎ]ÁÁFÅ]ÈuÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ


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ÀÏ7ÂHÅ~ÀnÂHÁÄÌnÈ^Õ*Ó ¿fÄËÄﬃÎ]ÁuÂH¿fÄsÁ%ÂCÎ]Ïf×Î]Ë×ÌÀnÂHÄËHÎ2ÂHÆfËÄÇfËÅ	ØdÀ×fÄÁAÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄÁuÅ]ÈPÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁuÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
ϕ
ÁÆfÍC¿³ÂH¿Î2Â
Hϕ
ÀÁ*ÆfÏ!ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×M
Hϕ
ÍﬃÎ]Ï³ÄzØ0ÄÏ.ÙlÄ4×fÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁUÎ]Ïf×ÃÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×PÕ
¡
ÁUÎ]ÏÃÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄ
Ð4Äb!ÆfÅ]ÂHÄ¹ÈMËÅ0É´~ #R;~ #57PÂH¿fÄYÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌPÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
w = u+ iv
Å]È
D
Å0Ï7ÂHÅ.ÂH¿fÄY×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
G :=
{
z ∈ C : 0 < 3Ä z < 1, 0 < +?É z < pi
4
(
3 + sin
(
1
3Ä
z
))}
MÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ

Õ 5AÐ¿fÀÍC¿K¿Î]ÁÂH¿fÄYÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁ
(i) u ∈ C(T) (ii) v 6∈ C(T) (iii) 0 ≤ v(t) ≤ pi Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T.   Õ -5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 Re
0.5
1
1.5
2
2.5
3
Im
G
xÀÔ0ÆfËÄ

Õ ,ÕŁ¾¿fÄY×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
G
¡
ÌÁÅR
H
×fÅdÄÁFÏfÅ]ÂFÉÎ]Ç
L∞
ÀÏ7ÂHÅÀnÂHÁÄÌnÈøÎ]Á¹ÎÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]Ì*ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
w = u + iv
Å]È
D
Å0Ï7ÂHÅ
ÂH¿fÄ~Á%ÂHËÀÇ {z ∈ C : |Re z| < 1} Á¿fÅ	ÐÁøÙlÄÍﬃÎ]ÆfÁÄ u ∈ L∞ ÙfÆ,Â v 6∈ L∞ Õ+?ÏêÂH¿fÀÁÍﬃÎ]ÁÄÃ¿fÅ0Ì×fÁpÎ
ÌÄÉﬀÉÎÃ×fÆfÄYÂHÅ2ßlÊdÔ0É³ÆfÏf×M,Ð¿fÀÍC¿Ð4Äb!ÆfÅ]ÂHÄ¹ÈMËÅ0É´~

>7ÍC¿Î]Ç,ÂHÄË­ yÁÄÍzÂHÀÅ0ÏKÃÕ
éêëë|ì|íMî Mîsïð
Ì
ϕ ∈ L∞ £]¢É ‖ϕ‖∞ < pi2p
ñh¡v©ËÆ
1 < p <∞ ò ©ËÆ¬z¢ eHϕ ∈ Lp
ó
ð
Ì
ϕ ∈ C(T) ò
©ËÆ¬z¢
eHϕ ∈ Lp Ìﬃ§7ÇÃ£ ÂËÂ 1 < p <∞
ó
ÓaÄÐÀÌÌÎ]ÌÁÅ~ÏfÄÄ×ﬀÂH¿fÄÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔFÂH¿fÄÅ0ËÄÉwÇfËÅ	Ø0Ä×Ù7ÊÖsÄÌÁÅ0ÏÎ]Ïf×&ÄÔ
}9MÍzÈ^Õ­~

>7dÍC¿Î]Ç,ÂHÄË
 +J+iÁÄÍzÂHÀÅ0ÏB[Õ¢kÄzÂ
µ 6≡ 0 ÙlÄ~Îy¥ÏfÀnÂHÄ¹ÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄYÅ0Ï T Õ

êAêë4íMî Mî;í
	
Æ¬
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©§iÁ¬ÈÇ£]©?§7Ç
H
¡;ÅyÛ[§2¥d¢É!¬{Éﬀ¡v¢
L2(T, µ)
¡ Ì~£]¢É§2¢ﬁÂÚÙ¡ Ì
dµ(eiϑ) = eψ(e
iϑ)+Hϕ(eiϑ)dϑ
ñh¡v©ËÆ
ψ, ϕ,∈ L∞ ò ‖ϕ‖∞ < pi/4
ó
¡
ÁsÎ.ÍÅ0ÏfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ lÐ4ÄYÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏTÈMÅ0Ë=ÂH¿fÄYÁÇlÄÍÀWÎ]ÌPÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄ
dµ(eiϑ) = eHϕ(e
iϑ)dϑ


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ÐÀnÂH¿
ϕ ∈ L∞, ‖ϕ‖∞ < pi/4 ÂH¿fÄYÀÏfÄ!ÆÎ]ÌÀnÂ?Ê
‖eHϕH(ce−Hϕ)‖2 ≤ ‖H‖2,µ‖c‖2   Õ >5
¿fÅ0Ì×fÀÏfÔ³ÈMÅ0ËÎ]Ï7Ê
c ∈ L2 Õ
xÅ0ËUÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁh¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ4ÀÏ
D
Î]Ïf×ﬀÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁuÀÏ
D
ÂH¿fÄÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔFÌÄÉﬀÉÎpÔ0ÅdÄÁuÙÎ]ÍCÞ³ÂHÅ
¢kÀÏf×fÄÌ;}]È­~ *NÕ
¡
Ô0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀ;ﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏTÂHÅ
H∞
ÀÁpÇlÅ0ÁÄ×Î]ÁpÎÇfËÅ0ÙfÌÄÉ#ÀÏN$YÎ]ËÏfÄzÂÂy~©-ANÕpÖsÀÌÌÄ~

A
ÇfËÅ	Ø0ÄÁsÀnÂÙ7ÊxÅ0ÆfËÀÄË=ÁÄËÀÄÁÉﬀÄzÂH¿fÅd×fÁÕ ?FÆfË×fÄ×fÆfÍzÂHÀÅ0ÏÀÁ=ÇÎ]Ë%ÂHÀÍÆfÌWÎ]ËÌnÊﬀÄÌÄÉﬀÄÏ7ÂCÎ]Ë%Ê0Õ3Å0ÆfÔ0¿fÌnÊ
ÁÇlÄﬃÎ]Þ!ÀÏfÔpÂH¿fÀÁÌÄÉﬀÉÎÁHÎﬃÊdÁUÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ4ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊYÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï³Å]È$ÎpÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×.¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍUÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]Âs¿ÎﬃØ0Ä@ÆfÉﬀÇfÁÕ
éêëë|ì|íMî Mî 
¬z©
w ∈ H∞ £]¢É T ⊂ T Û[¬£2Åz¥RÛ=Å	¬z©p§ÌÊÌ[¥ÂËÂª¬H£AÅz¥ÇH¬ 2pi
ó
ð
ÌÊÌﬃ§7ÇDÅ	§2ª¬
τ0
©ËÆ¬bÂL¡vª.¡v©ËÅ
lim
τ→τ0+0
eiτ∈T
w(eiτ)
£]¢É
lim
τ→τ0−0
eiτ∈T
w(eiτ ).
¬JÃ0¡;Åz©
ò
©ËÆ¬z¢Ú©ËÆ¬ÈÙT¦C§2¡v¢ø¦z¡sÉ!¬
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ
¡
ÁÁÆfÉﬀÄ¹ÂH¿Î2Â
w = u+ iv
Î]Ïf×
lim
τ→τ0+0
eiτ∈T
u(eiτ) 6= lim
τ→τ0−0
eiτ∈T
u(eiτ).
xÅ0Ë=ÂH¿fÄYÁHÎ]Þ]Ä~Å]ÈÁÀÉﬀÇfÌÀÍÀnÂ?ÊÐ4ÄYÍﬃÎ]ÏKÁÆfÇfÇlÅ0ÁÄYÂH¿Î2Â
a := − lim
τ→τ0+0
eiτ∈T
u(eiτ ) = lim
τ→τ0−0
eiτ∈T
u(eiτ ) > 0.
ﬂ4¿fÅdÅ0ÁÄ
ε > 0
ÁÅﬀÁÉÎ]ÌÌlÂH¿Î2ÂÈMÅ0Ë
eiτ ∈ T
u(eiτ ) < −a
2
ÀnÈ
τ ∈ (τ0, τ0 + ε), Î]Ïf× u(eiτ) > a
2
ÀnÈ
τ ∈ (τ0 − ε, τ0).
+ïÈ
Q(r, τ) =
2r sin τ
1 + r2 − 2r cos τ
×fÄÏfÅ]ÂHÄÁÂH¿fÄ
¦C§2¢[¥
Í7£]©?¬§2¡;ÅiÅ	§2¢7¬ÈÇ[¢ø¬ÈÂ
ÂH¿fÄÏKÀÏTØdÀÄzÐ Å]È
∂Q
∂r
(r, τ) =
2 sin τ(1− r2)
(1 + r2 − 2r cos τ)2
ÈMÅ0Ë¤¥*!,Ä×
τ
ÂH¿fÄÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
Q(., τ)
ÀÁpÀÏfÍËÄﬃÎ]ÁÀÏfÔTÀnÈ
τ ∈ (0, pi) Î]Ïf××fÄÍËÄﬃÎ]ÁÀÏfÔÀnÈ τ ∈ (pi, 2pi) Õ
&dÀÏfÍÄ
lim
r→1−0
Q(r, τ) = lim
r→1−0
4r sin s
2
cos s
2
(1− r)2 + 4r sin2 s
2
= cot
s
2
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Ð4Ä~ÍﬃÎ]ÏÄÁ%ÂHÀÉÎ2ÂHÄ
C :=
‖u‖∞
2pi
∫
|τ−τ0|>ε
∣∣∣∣cot τ0 − τ2
∣∣∣∣ dτ
≥ ‖u‖∞
2pi
∫
|τ−τ0|>ε
|Q(r, τ0 − τ)| dτ   Õ  
≥
∣∣∣∣∣∣∣
1
2pi
∫
|τ−τ0|>ε
u(eiτ )Q(r, τ0 − τ) dτ
∣∣∣∣∣∣∣ .
+ïÈ
n ∈ N ÂH¿fÄÏÐ4Ä~ÍﬃÎ]Ï¥Ïf× rn < 1 ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊTÌWÎ]ËÔ0Ä¹ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
1
2pi
τ0+ε∫
τ0
u(eiτ )Q(rn, τ0 − τ) dτ ≥ − 1
2pi
a
2
τ0+ε∫
τ0
Q(rn, τ0 − τ) dτ > n+ C
2


Õ
A
Î]Ïf×
1
2pi
τ0∫
τ0−ε
u(eiτ)Q(rn, τ0 − τ) dτ ≥ 1
2pi
a
2
τ0∫
τ0−ε
Q(rn, τ0 − τ) dτ > n+ C
2
.


Õ


&dÀÏfÍÄ2MÍzÈ^Õ×~

>7Ë
v(rne
iτ0) =
1
2pi
pi∫
−pi
u(eiτ )Q(rn, τ0 − τ) dτ,
ÂH¿fÄﬀÄÁ%ÂHÀÉÎ2ÂHÄÁ2

Õ

=

Õ
A=

Õ

sÀÉﬀÇfÌnÊ
v(rne
iτ0) > n
Ð¿fÀÍC¿aÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÁ¹ÂH¿fÄﬀÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×`
ÏfÄÁÁsÅ]È
v
Õ
sÄ=!dÂÐ4Ä~ÇfËÅ	Ø0ÄÃÎ.ÁÄËÀÄÁsÅ]ÈÌÄÉﬀÉÎ]Á4ÂH¿Î2Â×fËHÎﬃÐ¯ÍÅ0ÏfÍÌÆfÁÀÅ0ÏfÁÅ0ÏÂH¿fÄYÀÉÎ]Ô0Ä
w(D)
ÇfËÅ	ØdÀ×fÄ×
Å0ÏfÄYÞ!ÏfÅ	ÐÁÐ¿fÄËÄYÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊØ]Î]ÌÆfÄÁÌÀÄ]Õ
éêëë|ì|íMî Mî¬ð
Ì
G
¡;Å³£§7ÇJÉ7£]¢ºÉ!§2ªﬀ£]¡v¢£]¢É
w ∈ H∞ ¡;Å³£×Ì[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢Nñh¡v©ËÆ
w(t) ∈ G £
ó
¬
ó
§2¢
T,
©ËÆ¬z¢
w(D) ⊂ G
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ¾¿fÄêÀ×fÄﬃÎÚÈMÅ0Ë.ÂH¿fÀÁÇfËÅdÅ]Èp¿Î]ÁﬀÙlÄÄÏÍÅ0ÉﬀÉ³ÆfÏfÀÍﬃÎ2ÂHÄ×Ù7ÊÑhËÅ]ÈMÄÁÁÅ0Ëﬂ4¿fËÀÁ%ÂHÀWÎ]ÏÑ*Å0É`
ÉﬀÄËÄÏfÞ]Ä]Õ
¡
ÏKÎ]ÌnÂHÄËÏÎ2ÂHÀnØ0Ä¹ÇfËÅdÅ]ÈÀÁÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÄ×ÀÏ¨~

71¢kÄÉﬀÉÎ-,Õ,Õ
&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄ¹ÂH¿fÄËÄ¹Ð4ÄËÄÃÎ.ÇlÅ0ÀÏ7Â
a ∈ w(D) \G ÕÊﬂ4¿fÅdÅ0ÁÄYÁÅ0ÉﬀÄ¹ÇlÅ0ÀÏ7Â b ÐÀnÂH¿ |b| > ‖w‖∞ Î]Ïf×
|b| > maxz∈G |z|
Õh¾¿fÄÏKÂH¿fÄËÄYÄ=!,ÀÁ%ÂHÁsÎ2Ï]Å0Ë×Î]ÏKÎ]ËÍ
C ⊂ C \G ÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÀÏfÔ a ÐÀnÂH¿ b Õ
¢kÄzÂ
C0
ÙlÄÃÂH¿fÄ.ÉÎA!,ÀÉÎ]ÌkÁÆfÙÎ]ËÍ.Å]È
C
Á%ÂCÎ]Ë%ÂHÀÏfÔÎ2Â
b
Ð¿fÀÍC¿ÀÁFÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÄ×ÀÏ
C \ w(D) Õ+ïÈ
c
×fÄÏfÅ]ÂHÄÁYÂH¿fÄÁÄÍÅ0Ïf×aÄÏf×fÇlÅ0ÀÏ7ÂYÅ]È
C0
ÂH¿fÄËÄÀÁYÎTÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
wn ∈ C ∩ w(D) ÐÀnÂH¿ wn → c
r#
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b
|b|D
w(D)
C
w2
c
w1
G
a
xÀÔ0ÆfËÄ

Õ #fÕŁ¾¿fÄ~Î]ËÍ
C
Å0Æ,ÂHÁÀ×fÄ
G
Î]Á
n → ∞ MÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ  Õ #n[Õ¾¿fÄT×fÅ0ÉÎ]ÀÏ G1 := (|b|D) \ C0 ÀÁÃÁÀÉﬀÇfÌnÊÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×Î]Ïf×
ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁ³ÙlÅ]ÂH¿
w(D)
Î]Ïf×
G
ÕN+ïÈ
g : G1 → D ÀÁ³ÎêÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌAÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔKÂH¿fÄÏ ÂH¿fÄÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
h := g ◦ w : D → D ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
‖h‖∞ = ‖g ◦ w‖∞ = ess sup
t∈T
|g(w(t))| ≤ max
z∈G
|g(z)| < 1.
?FÏÂH¿fÄYÅ]ÂH¿fÄË¿Î]Ïf×ÂH¿fÄËÄYÀÁÎÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
zn ∈ D ÐÀnÂH¿ wn = w(zn) ÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿KÐ4Ä¥Ïf×
|h(zn)| = |g ◦ w(zn)| = |g(wn)| → 1 Î]Á n→∞.
¾¿fÀÁÀÁÎ.ÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÀÅ0ÏÎ]Ïf×K¿fÄÏfÍÄ
w(D) \G É³ÆfÁ%ÂÙlÄ¹Ø0Å0À×PÕ
¡
ÏKÎ]ÏÎ]ÌÅ0Ô0ÆfÄ¹Å]È*ÂH¿fÀÁÌÄÉﬀÉÎ~ÈMÅ0ËÅ]ÂH¿fÄË
Hp
ÁÇÎ]ÍÄÁÂH¿Î]Ï
H∞
ÍﬃÎ]ÏKÙlÄYÁ%ÂCÎ2ÂHÄ×êÎ]Á=ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁŁ
éêëë|ì|íMî Mî
¬z©
ω : R+ → R Û[¬£ ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅÌ[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢É]¡ËÎ	¡sÉ]¡v¢Í©ËÆ¬ê¦C§2ª¤ÁÂ¬JÃ2ÁÂn£]¢ø¬
¡v¢©?§ﬀ©ËÆ¬yÉ!§2ªﬀ£]¡v¢*Å
G1 := {z ∈ C : Im z > ω(|Re z|)}
£]¢É
G2 := {z ∈ C : Im z < ω(|Re z|)}.
ð
ÌÌﬃ§7ÇÅ	§2ª¬
p <∞ ©ËÆ¬Ì[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢ w ∈ Hp Åﬃ£]©Ý¡;Å=¬iÅ
w(t) ∈ G1 £
ó
¬
ó
§2¢
T
£]¢Éﬀ©ËÆ¬.¦C§2¢rÌﬃ§7Ç[ªﬀ£ ÂPªﬀ£=Á5Ál¡v¢Í§Ì
D
§2¢©?§
G2
É!§	¬iÅY¢ø§2©Û[¬ÈÂ§2¢Íﬀ©?§
Hp ò
©ËÆ¬z¢
w(D) ⊂ G1
ó
xÅ0ËÎsÇfËÅdÅ]ÈfÐ4Ä=ËÄzÈMÄË*ÂHÅy~

'A!Ð¿fÄËÄ4ÂH¿fÄ4ÍﬃÎ]ÁÄ=Å]È$ÎsÌÀÏfÄﬃÎ]ËkÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ω
ÀÁÍﬃÎ]ËËÀÄ×ÃÅ0Æ,ÂÀÏÃ¾¿fÄÅ0ËÄÉ

Î]Ïf×êÎ.¿fÀÏ7ÂÍÅ0ÏfÍÄËÏfÀÏfÔÂH¿fÄYÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌkÍﬃÎ]ÁÄYÀÁÔ0ÀnØ0ÄÏKÀÏKÎ.ËÄÉÎ]ËÞÎ2ÈvÂHÄË¾¿fÄÅ0ËÄÉ],Õ
+ïÈ
M
ÀÁ4ÎÃÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ4ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×ﬀÎ]Á4×fÄÈ¥ÏfÄ×TÀÏÁÄÍzÂHÀÅ0Ï

Õ
dÐ4ÄpÍÅ0ÏfÁÀ×fÄË4ÂH¿fÄpÁÄzÂ
A := {w ∈ H∞ : w(t) ∈ intMt Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T},   Õ5
A'
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Ð¿fÀÍC¿aÐÀÌÌhÇfÌWÎﬃÊaÎKÇfËÅ0ÉﬀÀÏfÄÏ7ÂÃËÅ0ÌÄÀÏÂH¿fÄÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÀÅ0ÏÅ]ÈÄ=!dÂHËÄÉÎ]ÌAÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄÁ~ÀÏÁÄÍzÂHÀÅ0Ï
,Õ ,ÕF¾¿fÄÃÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÌÄÉﬀÉÎÐÀÌÌÁÄË%Ø0ÄÎ]ÁFÎﬀÂHÅdÅ0Ì*ÀÏÚÉÎ]Ï7ÊKÇfËÅdÅ]ÈMÁpÅ]ÈuÁÄÍzÂHÀÅ0Ï#fÕxÅ0ËsÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿
ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁuÀnÂ=ÀÁ4ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÄ×ÀÏN~ '

R¢kÄÉﬀÉÎ,Õ0Õ0ÕU¾¿fÅ0ÆfÔ0¿ÂH¿fÄFÇfËÅdÅ]ÈkÔ0ÀnØ0ÄÏÂH¿fÄËÄ
ËÄÉÎ]ÀÏfÁsØ]Î]ÌÀ×KÀÏêÂH¿fÄ³ÍﬃÎ]ÁÄ³Å]ÈAÎÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁFËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏêÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×ÝÎ]ÁpËÄÉÎ]ËÞ]Ä×ÀÏ:~ #RUÎ]Ïf×
~ #57Ë=,Ð4Ä~ÇfËÅ	Ø0Ä~ÀnÂ¿fÄËÄ~ÆfÁÀÏfÔÀ×fÄﬃÎ]ÁÅdÍÍÆfËÀÏfÔÀÏ¨~ #5ANÕ
éêëë|ì|íMî Mî ð
Ì
M
¡;Åﬀ£¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅÇH¬iÅz©sÇ[¡N¦z©Ý¡N§2¢aªﬀ£]¢¡ Ìﬃ§7ÂÉT©ËÆ¬z¢a©ËÆ¬Å	¬z©
A
¡;Å¦ÈÂ§Å	¬{Éñh¡v©ËÆ
ÇH¬iÅdÁ¬C¦z©A©?§ﬀ©ËÆ¬Y©?§iÁ§7Â§{Í Ùﬀ¡v¢É]¥¦C¬{ÉÛÙﬀ¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ª ¦C§2¢ﬁÎ]¬ÈÇÍ!¬z¢ø¦C¬Ã§2¢a¦C§2ª¤Áf£!¦z©Åz¥RÛ=Å	¬z©ËÅ.§Ì
D
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ¢kÄzÂ
R := maxs,t∈T |µ(s, t)| + 1 ÕF¾¿fÄÏ ‖w‖∞ < R ÈMÅ0ËsÄzØ0ÄË%ÊÚÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï w ∈ A PÎ]Ïf×
w(D) ⊂ RD ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁ4ÈMËÅ0É §2¡;ÅiÅ	§2¢ﬁﬀ ÅY¡v¢©?¬IÍ Ç£ ÂMÇH¬dÁÇH¬iÅ	¬z¢©ï£]©Ý¡N§2¢ Å]È w Õ
ÓaÄÇfËÅ	Ø0ÄÎ2Â¥ËÁ%ÂÃÂH¿Î2Â~ÈMÅ0Ë~ÄﬃÎ]ÍC¿
t0 ∈ T Î]Ïf× ε > 0 ÂH¿fÄËÄÀÁ δ > 0 ÁÆfÍC¿ ÂH¿Î2Â w ÉÎ]ÇfÁ
{z ∈ D : |z − t0| < ε} ÀÏ7ÂHÅ.ÂH¿fÄ ε `?ÏfÄÀÔ0¿!ÙlÅ0ÆfË¿fÅdÅd× N εt0
Å]È
intMt0
Ô0ÀnØ0ÄÏKÙ7Ê
N εt0 := {z ∈ C : infz′∈intMt0 |z − z
′| < ε}.
xÅ0Ë*ÂH¿fÀÁUÇfÆfËÇlÅ0ÁÄ4Ð4ÄÍC¿fÅdÅ0ÁÄ¥ÏfÀnÂHÄÌnÊÃÉÎ]Ï7ÊÃÅ0ÇlÄÏ.×fÀÁÞ!Á
D1, . . . , Dn
ÐÀnÂH¿.ÍÄÏ7ÂHÄËÁ
z1, . . . , zn
Î]Ïf×ÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÃÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁŁ
MÀË |z1| > R 
MÀÀË
zk ∈ Dk−1, (k = 2, . . . , n) 
MÀÀÀË
D1 ∪ . . . ∪Dn ⊃ RD \N εt0

MÀnØR
D1 ∪ . . . ∪Dn ⊂ C \N ε1t0
ÈMÅ0ËÁÅ0ÉﬀÄYÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä
ε1 < ε

ÁÄÄBxÀÔ0ÆfËÄ

Õ('dÕa¾¿fÄTÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄKÅ]ÈsÁÆfÍC¿×fÀÁÍÁ.ÀÁ.ÄﬃÎ]ÁÀÌnÊaÄÁ%ÂCÎ]ÙfÌÀÁ¿fÄ×ÀnÈÅ0ÏfÄTÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÁ.ÂH¿Î2Â
ÀÏØdÀÄzÐÅ]È¹ÂH¿fÄÚÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂHÏfÄÁÁTÅ]È
RD \ N εt0
ÄﬃÎ]ÍC¿úÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔÅ]È¹ÂH¿fÀÁÁÄzÂTÙ7ÊÅ0ÇlÄÏú×fÀÁÍÁÏfÅ]Â
ÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÏfÔ
N
ε/2
t0
ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁFÎ¥ÏfÀnÂHÄ~ÁÆfÙlÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔfÕ¤¢kÄzÂ
r > 0
ÙlÄ~ÂH¿fÄ~ÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌøËHÎ]×fÀÆfÁsÅ]ÈUÂH¿fÄ
×fÀÁÍÁÅ]È*ÂH¿fÄ~ÁÆfÙlÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔfÕ+ïÈÂH¿fÄËÄYÀÁÏfÅ×fÀÁÍ¹ÐÀnÂH¿|MÀË=Î]×f×KÅ0ÏfÄ]Õ &dÀÏfÍÄ
extMt0
ÀÁÎ2Ï]Å0Ë×Î]Ï
×fÅ0ÉÎ]ÀÏ Ð4ÄÍﬃÎ]ÏÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËﬀÎ]ÏÀÏA@ÄÍzÂHÀnØ0Ä AÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÇÎ2ÂH¿
γ ⊂ extMt0
Á%ÂCÎ]Ë%ÂHÀÏfÔÚÈMËÅ0É
z1
Î]Ïf×
@Å0ÀÏfÀÏfÔ.Î]ÌÌPÍÄÏ7ÂHÄËÁsÅ]È*ÂH¿fÄ¥ÏfÀnÂHÄYÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔfÕ¢kÄzÂ
ε′ := dist(γ, intMt0) = infz∈γ
z′∈intMt0
|z − z′| > 0,
ε1 := min(ε/2, ε
′/3, r).
sÅ	Ð Ð4ÄÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËYÎÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔÅ]È
γ
Ù7ÊÚ×fÀÁÍÁYÅ]ÈAËHÎ]×fÀÆfÁ
ε1
ÐÀnÂH¿ÍÄÏ7ÂHÄËÁYÅ0Ï
γ
ÕyAÊêÂH¿fÄ.ÍÅ0É`
ÇÎ]ÍzÂHÏfÄÁÁsÅ]È
γ
,Ð4ÄYÍﬃÎ]ÏÍC¿fÅdÅ0ÁÄ~Îy¥ÏfÀnÂHÄFÁÆfÙlÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔÐ¿fÀÍC¿¿Î]ÁÉﬀÅ0ËÄÅ	Ø0ÄË=ÂH¿fÄ¹ÇfËÅ0ÇlÄË%Â?ÊÂH¿Î2Â
ÂH¿fÄËÄÀÁ~ÏfÅêÁÆfÙÎ]ËÍÅ]È
γ
ÌÅ0ÏfÔ0ÄË¹ÂH¿Î]Ï
ε1/2
ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÀÏfÔKÏfÅêÍÄÏ7ÂHÄË³Å]ÈÎK×fÀÁÍ]Õ¨ssÅ]ÂHÄﬀÂH¿Î2Â
γ
¿Î]ÁÞ¥ÏfÀnÂHÄ~ÌÄÏfÔ]ÂH¿PÕ(9sÅ	Ð¯Ð4Ä³ÌWÎ]ÙlÄÌPÂH¿fÄÃ×fÀÁÍÁpÅ]ÈUÂH¿fÀÁ×¥ÏfÀnÂHÄ~ÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔTÎ]Ïf×KÂH¿fÄb¥ÏfÀnÂHÄ~ÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔ
ÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÄ×Î]ÙlÅ	Ø0ÄpÀÏÂH¿fÄpÅ0Ë×fÄËAÀÏﬀÐ¿fÀÍC¿ﬀÂH¿fÄÀËAÍÄÏ7ÂHÄËÁ=ÌÀÄÅ0Ï
γ
ÂHÅÃÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏﬀ×fÀÁÍÁ
D1, . . . , Dn
ÐÀnÂH¿TÂH¿fÄYÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁMÀËI`ÈMÀnØR[Õ

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ﬂ ﬃ 
Mt0
N εt0
RD
N ε1t0
RD
D1
D2
N
ε/2
t0
z2
! "$#
Mt0
%1
%2
z1
N εt0
xÀÔ0ÆfËÄ

Õ('dÕŁf¾¿fÄY×fÀÁÍÁ
D1, . . . , Dn
ÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔ
RD \N εt0
xËÅ0É ÂH¿fÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊÅ]È
µ
Ð4ÄÀÏ,ÈMÄËYÂH¿Î2Â
intMt ⊂ N ε1t0
ÈMÅ0ËÃÎ]ÌÌ
t ∈ T ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊaÍÌÅ0ÁÄ
ÂHÅ
t0
UÁHÎﬃÊ |t − t0| < δ0 ÕÚÖsÄÏfÍÄÈMÅ0Ë w ∈ A Ð4ÄT¿ÎﬃØ0Ä w(t) ∈ N ε1t0
Î]ÌÉﬀÅ0Á%Â~ÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄKÅ0Ï
T := {t ∈ T : |t− t0| < δ0} ÕsÅ	Ð Ð4Ä~ÍÅ0ÏfÁÀ×fÄË=ÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×KÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï w1 : D → C ÐÀnÂH¿
w1(z) := 1/(w(z)− z1), z ∈ D.
¾¿fÄÏ
‖w1‖∞ ≤ R1 := sup
|z|<R
1/|z − z1| <∞
Î]Ïf×Ð4ÄY¿ÎﬃØ0Ä
|w1(t)| ≤ r1 := sup
z∈N
ε1
t0
1/|z − z1| < R1, Î,Õ Ä]ÕÅ0Ï T.
ﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ
$ÂH¿fÄY¿Î]ËÉﬀÅ0ÏfÀÍFÄ=!dÂHÄÏfÁÀÅ0ÏKÅ]È
h(t) :=
{
r1
Å0Ï
T
R1
Å0Ï
T \ T
ÀÁÎ.ÉÎ@Å0ËHÎ]Ï7ÂÅ]È*ÂH¿fÄYÁÆfÙf¿Î]ËÉﬀÅ0ÏfÀÍFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï |w1| Õ
¾¿fÄËHÎ]×fÀÆfÁ
%1
Å]È
D1
ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
1/R1 < %1 < 1/r1
Î]Ïf× ÆfÁÀÏfÔêÄÌÄÉﬀÄÏ7ÂCÎ]Ë%ÊÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁÃÅ]È
ÂH¿fÄ¿Î]ËÉﬀÅ0ÏfÀÍﬀÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄﬀÐ4Ä2¥Ïf×Î
δ1 > 0
ÏfÅ]ÂÃ×fÄÇlÄÏf×fÀÏfÔÚÅ0Ï
w
ÁÆfÍC¿ ÂH¿Î2ÂÃÈMÅ0ËÃÎ]ÌÌ
z ∈ D 
|z − t0| ≤ δ1
|w1(z)| ≤ |h(z)| ≤ 1
%1
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
z ∈ D, |z − t0| ≤ δ1.
ﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ

w(z) 6∈ D1 if z ∈ D, |z − t0| ≤ δ1.
A
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sÅ	Ð ÍÅ0ÏfÁÀ×fÄË4ÂH¿fÄ¹ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÅ]È
w
Å0Ï7ÂHÅ {z ∈ D : |z − t0| < δ1} Î]Ïf×ÂH¿fÄ¹ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×TÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w2(z) := 1/(w(z)− z2), z ∈ D, |z − t0| < δ1.
¾¿fÄÏ
‖w2‖∞ ≤ R2 := sup
z 6∈D1
1/|z − z2| <∞
Î]Ïf×
|w2(t)| ≤ r2 := sup
z∈N
ε1
t0
1/|z − z2| < R2
Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂFÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄÅ0Ï {t ∈ T : |t − t0| < δ1} ÕÜêÎ]ÇfÇfÀÏfÔÂH¿fÄ×fÅ0ÉÎ]ÀÏÚÅ]È4×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÀÅ0ÏÅ]È w2
Å0Ï7ÂHÅ
D
Î]Ïf× Î]ËÔ0ÆfÀÏfÔêÎ]Á³Î]ÙlÅ	Ø0ÄﬀÀnÂÃÀÁYÄﬃÎ]Á%ÊÂHÅKØ0ÄËÀnÈvÊÂH¿fÄﬀÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄÅ]È
δ2 > 0
ÐÀnÂH¿
δ2 < δ1
ÀÏf×fÄÇlÄÏf×fÄÏ7ÂpÅ]È
w
ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
|w2(z)| ≤ 1
%2
∈ (r2, R2)
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
z ∈ D ÐÀnÂH¿ |z − t0| ≤ δ2 ,Ð¿fÄËÄ %2 ×fÄÏfÅ]ÂHÄÁÂH¿fÄYËHÎ]×fÀÆfÁÅ]È D2 ÕÊﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ

w(z) 6∈ D2 if z ∈ D, |z − t0| ≤ δ2.
ÑhËÅdÍÄÄ×fÀÏfÔﬀÀÏKÎ.ÁÀÉﬀÀÌWÎ]ËAÉÎ]ÏfÏfÄËÐ4Ä¥Ïf×ÚÎ.×fÄÍËÄﬃÎ]ÁÀÏfÔﬀÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
δ1, . . . , δn
Å]ÈÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä¹ËÄﬃÎ]Ì
Ï!ÆfÉ³ÙlÄËÁÀÏf×fÄÇlÄÏf×fÄÏ7ÂpÅ]È
w
ÐÀnÂH¿
w(z) 6∈ Dk if z ∈ D, |z − t0| ≤ δk (k = 1, . . . , n).
ÖsÄÏfÍÄ
w(z) 6∈ D1 ∪ . . . ∪Dn if z ∈ D, |z − t0| ≤ δn,
Î]Ïf×KÇfËÅ0ÇlÄË%Â?Ê¨MÀÀÀËuÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
w(z) ∈ N εt0 if z ∈ D, |z − t0| < δ := δn.
?FÏfÍÄpÂH¿fÄpÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄ¹Å]È
δ
ÀÁ4ÇfËÅ	Ø0Ä×MfÀnÂ4ÀÁ4ÄﬃÎ]Á%ÊﬀÂHÅÃØ0ÄËÀnÈvÊﬀÂH¿fÄFÁ%ÂCÎ2ÂHÄÉﬀÄÏ7Â=Å]ÈkÂH¿fÄFÌÄÉﬀÉÎ,Õ"¢kÄzÂ
wn ∈ A ÙlÄÎêÁÄ!ÆfÄÏfÍÄÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÀÏfÔÚÏfÅ0ËÉÎ]ÌÌnÊﬃMÀNÕ Ä]ÕêÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊÚÅ0Ï ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ³ÁÆfÙfÁÄzÂHÁ.Å]È D 
ÂHÅÁÅ0ÉﬀÄÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w ∈ O(D) ÕDxËÅ0É ‖wn‖∞ < R ÈMÅ0ËFÎ]ÌÌ n ∈ N Ð4Ä.×fÄ×fÆfÍÄ³ÂH¿Î2Â w ÀÁFÎ]ÌÁÅ
ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×PÕÊ¢kÄzÂsÏfÅ	Ð
T
ÙlÄ¹ÂH¿fÄYÁÄzÂsÅ]ÈUÎ]ÌÌ
t ∈ T ÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿
• ÂH¿fÄ Ç£5É]¡Ý£ Â*ÂL¡vª.¡v© wn(t) = limr→1−0 wn(rt) Ä=!,ÀÁ%ÂHÁ&%UÎ]Ïf×ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0Á*ÂHÅ intMt ÈMÅ0ËUÎ]ÌÌ n ∈ N 
• ÂH¿fÄYËHÎ]×fÀWÎ]ÌøÌÀÉﬀÀnÂ w(t) = limr→1−0 w(rt) Ä=!,ÀÁ%ÂHÁÕ
T
¿Î]ÁUÈMÆfÌÌdÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄ
2pi
Å0Ï
T
ÕÓaÄ=Á¿Î]ÌÌ,ÁÄÄÀÏ.ÎFÉﬀÅ0ÉﬀÄÏ7ÂÂH¿Î2Â
w(t0) ∈ intMt0
ÈMÅ0ËUÎ]ÌÌ
t0 ∈ T Õ
+?Ïf×fÄÄ×MÈMÅ0Ë
0 < 1− r < δ Î]Ïf×êÎ]ÌÌ n ∈ N ¿fÅ0Ì×fÁ
wn(rt0) ∈ N εt0 .
')(+*-,.,0/214356, 7980,;:&<=56*-,.>$?A@214?&B-B 1 CD1 5+1 CDE-B 1 ,F3G56*-,.,0/214356, 7980,;:&<H56*-,;7-:A7I5$?&7-JA, 7I5614?&B-B 1 CD1 5ﬁ<:A>LKM:AN-79@2,F@O?&79?&B PI56148
<N-798)561 :A793 Q-8)<R;S TFUWVX(+*-, :A>6, CZY2R U-Q2:A>[S U-T)V\R
-
Ñ*Ò­Ó
tqIe*qsmltAcBe7ckÔBm;o=Õpij;jËe7cptf o×Ö"piØÐØe7o
¢kÄzÂÂHÀÏfÔ
n→∞ ÀÏTÂH¿fÀÁËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÐ4ÄYÔ0ÄzÂ
w(rt0) ∈ N εt0 .
sÅ	Ð ÂCÎ]Þ]Ä¹ÂH¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂ
r → 1− 0 Î]Ïf×KÏfÅ]ÂHÄFÂH¿Î2Â ε > 0 ÀÁÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%ÊﬀÂHÅÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏ
w(t0) ∈
⋂
ε>0
N εt0 = intMt0 ,
¿fÄÏfÍÄ
w ∈ A Õ
>
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®
¾
µ
à
·
¿
úTµM½
¿
$¹ÀnØ0ÄÏÎËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏêÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M
Ð4Ä.Î]ËÄÃÀÏ7ÂHÄËÄÁ%ÂHÄ×ÀÏê×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÀÏfÔÎ]ÌÌ¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ¹ÈMÆfÏfÍ=`
ÂHÀÅ0ÏfÁ
w ∈ O(D) ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ³ÈMÅ0Ë t ∈ T ÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï
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ÀnÈ
z ∈ D fÐ¿fÀÍC¿
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ÂH¿fÄÐ¿fÅ0ÌÄ
ÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
wn
ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÁYÏfÅ0ËÉÎ]ÌÌnÊ
fÂH¿fÄ³ÌÀÉﬀÀnÂ×fÅdÄÁFÏfÅ]ÂF×fÄÇlÄÏf×Å0ÏêÂH¿fÄ³ÍC¿fÅ0ÁÄÏÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
wnj
Õu¾¿fÀÁÀÉﬀÇfÌÀÄÁAÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÄÏ7ÂHÀËÄ¹ÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
wn
ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÁÂHÅ
w
Õ
sÅ	Ð¯Ð4ÄÃÁ%ÂHÆf×,ÊêÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉ ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÏfÍÄ]ÕF¾¿fÄ³ÉÎ]ÀÏËÄÁÆfÌnÂFÀÁsÀÏfÁÇfÀËÄ×KÙ7ÊKÂH¿fÄÃÙlÄ¿ÎﬃØdÀÅ0ÆfËsÅ]È
¥ÏfÀnÂHÄ4ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]ÄÇfËÅd×fÆfÍzÂHÁÃÀnÈ=Ð4ÄÌÄzÂÃÁÅ0ÉﬀÄﬀÅ]ÈÀnÂHÁbÄËÅ0ÁÃÂHÄÏf×aÂHÅêÂH¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊÅ]È
D
ÕK¾¿fÄÏ
ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉäÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÏfÍÄ¹ÂCÎ]Þ]ÄÁÇfÌWÎ]ÍÄÁ=Å0ÏÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ=ÁÆfÙfÁÄzÂHÁÅ]È
T
ÂH¿Î2Â=×fÅ.ÏfÅ]Â=ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏÂH¿fÄFÌÀÉﬀÀnÂ
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÅ]È*ÂH¿fÄDÄËÅ0ÁÕ&dÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ=Å]È3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÁ¿fÅ	Ð ÁÀÉﬀÀÌWÎ]ËAÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁÕ
éêëë|ì© Mîî 
¬z©
(wn)
Û[¬Y£bÅ	¬H¤¥¬z¢ø¦C¬Y§Ì×Å	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢*Åp©?§.©ËÆ¬
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©1ÁÇH§
ÛÂ¬zª ñh¡v©ËÆ
windM w ≤ k ñ"Æd¡N¦iÆ¦C§2¢ﬁÎ]¬ÈÇÍ!¬iÅ¢ø§7Ç[ªﬀ£ ÂËÂÚÙY©?§.£DÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢ w0 ñh¡v©ËÆ windM w = m
ó
	
Æ¬z¢T©ËÆ¬ÈÇH¬
¬JÃ0¡;Åz©ËÅ£Å	¬z©
T
§Ìﬀ£]©sª§Åz©
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windMw
∗ = 1, w∗(t∗) = x∗, w∗(z∗) = y∗.
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w0
Õ:+ïÂﬀÀÁ³ÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄÅ0ÆfË.Ô0Å7Î]Ì4ÂHÅËÄÇfÌWÎ]ÍÄÂH¿fÄÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
ÀÏaÂH¿fÄÀÏ7ÂHÄËÀÅ0ËÃÅ]ÈÂH¿fÄÆfÏfÀnÂ.×fÀÁÍÙ7ÊaÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ³Å0Ï
T
Õ¨$¹ÄÅ0ÉﬀÄzÂHËÀÍﬃÎ]ÌÌnÊÁÇlÅ0Þ]ÄÏMhÐ4ÄÂHË%ÊÂHÅ¥Ïf×
ÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏKÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿Ô0ÀnØ0ÄÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁFÅ0ÏÚÂH¿fÄ³ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÚÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×M$Ð¿fÀÍC¿ÚÐ4ÄÎ]ÁÁÆfÉﬀÄÎ]Ô7Î]ÀÏÚÎ]Á
ËÄÔ0ÆfÌWÎ]ËÌnÊêÂHËHÎ]ÍÄﬃÎ]ÙfÌÄÎ]Ïf×aÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿PÕ¾¿fÄÐ!ÆfÄÁ%ÂHÀÅ0Ï ÀÁY¿fÅ	ÐwÉÎ]Ï7ÊÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁYÍﬃÎ]ÏaÙlÄﬀÍC¿fÅ0ÁÄÏÎ]Ïf×
¿fÅ	Ð Î]ËÙfÀnÂHËHÎ]ËÀÌnÊﬀÂH¿fÄzÊKÍﬃÎ]ÏêÙlÄ~ÇfËÄÁËÀÙlÄ×PÕ
¡
ÁpÎ¥ËÁ%ÂFÁ%ÂHÄÇKÂHÅ	Ð=Î]Ë×fÁsÂH¿fÀÁÔ0Å7Î]ÌPÐ4ÄÃÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀ;Ä~Î
ËÄÁÆfÌnÂUÙ7Ê3ÆfÁÍC¿fÄzÐ4ÄzÊd¿Î]Ïf×Ï]Å0ÏfÄÁ~ 
>72Ð¿fÄËÄ4ÂH¿fÄ=Î]Æ,ÂH¿fÅ0ËÁ*ÇfËÅ	Ø0Ä4ÂH¿Î2Â*ÈMÅ0Ë
k+1
ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÅ0ÏÂH¿fÄYÆfÏfÀnÂsÍÀËÍÌÄFÂH¿fÄËÄ~Ä=!,ÀÁ%ÂHÁpÎÐ4ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]Ä~ÇfËÅd×fÆfÍzÂpÅ]È×fÄÔ0ËÄÄ~ÌÄÁÁÂH¿Î]ÏKÅ0ËÄ!ÆÎ]ÌkÂHÅ
k
ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÏfÔYÂH¿fÄFÔ0ÀnØ0ÄÏØ]Î]ÌÆfÄÁÕÓaÄFÁ¿fÅ	Ð ÂH¿Î2Â4ÂH¿fÀÁ4ËÄÁÆfÌnÂÍﬃÎ]ÏÀÉﬀÉﬀÄ×fÀWÎ2ÂHÄÌnÊ³ÙlÄFÄ=!dÂHÄÏf×fÄ×
ÂHÅÔ0ÄÏfÄËHÎ]Ì3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÕ

êAêëm MîMîsïn
¬z©
M
Û[¬£ÇH¬IÍ]¥Ân£ Ç=ÂÚÙa©sÇ£!¦C¬H£5ÛÂ¬9Åzª§	§2©ËÆ¦ÇH¬iÅz©sÇ[¡N¦z©Ý¡N§2¢ ªﬀ£]¢¡ Ìﬃ§7ÂÉ
ò
Â¬z©
0 ≤
τ0 < τ1 < . . . < τk < 2pi
ò tj := e
iτj ò
£]¢É
(tj, xj) ∈ M Ìﬃ§7Ç j = 0, . . . , k
ó
	
Æ¬z¢©ËÆ¬ÈÇH¬¬JÃ0¡;Åz©ËÅ
£Å	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
w
§Ì¹©ËÆ¬
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©QÁÇH§
ÛÂ¬zª
trw ⊂M ñh¡v©ËÆ windMw ≤ k £]¢É
w(tj) = xj, j = 0, 1, . . . , k.
ÑhËÅdÅ]È^ÕhÓaÄ~ÍﬃÎ]ÏKÍÅ0Ï*¥ÏfÄ~Å0ÆfËÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËHÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ=ÂHÅÂH¿fÄYÍﬃÎ]ÁÄYÐ¿fÄËÄ
0 ∈ intMt ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ t ∈ T ÈMÅ0Ë
ÂH¿fÄYÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÍﬃÎ]ÁÄYÍﬃÎ]ÏKÙlÄYÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏfÄ×KÙ7ÊÎÁÀÉﬀÇfÌÄFÁ¿fÀnÈvÂﬃÕu¾¿fÄ~À×fÄﬃÎ.Å]È*ÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ³×fÄ×fÆfÍzÂHÀÅ0Ï
ÍﬃÎ]ÏTÙlÄFÆfÏf×fÄËÁ%ÂHÅdÅd×TÙlÄÁ%ÂÀnÈkÐ4Ä¹ÀÉÎ]Ô0ÀÏfÄsÎÃÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿ÄËÅ0Á=ÍÌÅ0ÁÄpÂHÅ³ÂH¿fÄFÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊÅ]ÈkÂH¿fÄ
ÆfÏfÀnÂ.×fÀÁÍ]Õ&dÆfÍC¿ÎÚÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï ÙlÄ¿ÎﬃØ0ÄÁﬀÉﬀÅ0Á%ÂHÌnÊaÌÀÞ]ÄTÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏaÐÀnÂH¿ ÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄËÄËÅR
Å0ÏfÌnÊÏfÄﬃÎ]Ë4ÂH¿fÄÄËÅ0ÁÀnÂ!ÆfÀÍCÞ!ÌnÊÐÀÏf×fÁÎ]ËÅ0ÆfÏf×ÂH¿fÄ¹ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×PÕÓaÄFÐ=Î]Ï7ÂÂHÅ.ÌÅdÍﬃÎ2ÂHÄ
ÂH¿fÄDÄËÅdÄÁÀÏÁÆfÍC¿êÎ³Ð=ÎﬃÊÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ¹ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÉﬀÄÄzÂHÁ=ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ4Ð¿fÄÏKÐÀÏf×fÀÏfÔ
Î]ËÅ0ÆfÏf×
M
Õ
þsÏ,ÈMÅ0Ë%ÂHÆfÏÎ2ÂHÄÌnÊ
AÂH¿fÄêÎ]ÙlÅ	Ø0ÄKÀ×fÄﬃÎ×fÅdÄÁÏfÅ]ÂÐ4Å0ËÞÇfËÅ0ÇlÄËÌnÊ
4ÀnÈsÂH¿fÄËÄêÀÁÏfÅaÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿
ÐÀÏf×fÀÏfÔ³Ï!ÆfÉ³ÙlÄË­ÄËÅ³ÂH¿Î2ÂÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁ=Ä=!fÎ]ÍzÂHÌnÊÅ0ÏfÄ¹ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏﬀÇlÅ0ÀÏ7ÂﬃÕU¾¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄFÐ4ÄYÁÀÏfÔ0ÌÄ
Å0Æ,ÂÃÅ0ÏfÄﬀÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂÃÎ]Ïf×aÁÄÌÄÍzÂ.ÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿ÐÀÏf×fÀÏfÔKÏ!ÆfÉ³ÙlÄË~Å0ÏfÄﬀÐ¿fÀÍC¿a¿Î]Á
ÎºMÆfÏfÀ;!ÆfÄ¤ÄËÅÏfÄﬃÎ]ËFÂH¿fÀÁFÇlÅ0ÀÏ7ÂﬃÕ¹ÓaÄ³ÂH¿fÄÏ¿ÎﬃØ0ÄÄÏfÅ0ÆfÔ0¿ÈMËÄÄ×fÅ0É ÂHÅÍC¿fÅdÅ0ÁÄ³ÂH¿fÀÁFÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
ÁÆfÍC¿aÂH¿Î2ÂÃÀnÂ~ÉﬀÄÄzÂHÁ~Å0ÏfÌnÊÅ0ÏfÄﬀÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂﬃÕ
¡
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÅ]È4ÂH¿fÄﬀÔ0ÀnØ0ÄÏaÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï
ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÀÁÂH¿fÄÏ ×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÄ×Î]ÁÎÇlÄË%ÂHÆfËÙÎ2ÂHÀÅ0ÏúÅ]ÈYÂH¿fÀÁÁÇlÄÍÀ¥ÍÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿úÐÀÏf×fÀÏfÔ
Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
1
Õﬂ4¿fÅdÅ0ÁÀÏfÔKÎ]ÇfÇfËÅ0ÇfËÀWÎ2ÂHÄyÄËÅ0Á~ÏfÄﬃÎ]ËFÂH¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê
*Î]ÌÌÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÚÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁ
ÍﬃÎ]ÏKÙlÄYÁHÎ2ÂHÀÁv¥Ä×KÁÀÉ³ÆfÌnÂCÎ]ÏfÄÅ0ÆfÁÌnÊ0ÕsÅ	Ð Ð4ÄY×fÄzØ0ÄÌÅ0ÇÂH¿fÄY×fÄzÂCÎ]ÀÌÁÅ]È*ÂH¿fÄYÇfËÅdÅ]È^Õ
ÓaÄÁÆfÇfÇlÅ0ÁÄÂH¿Î2Â³ÂH¿fÄ2¥ËÁ%Â.ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï ÀÁÃÏfÅ0ËÉÎ]ÌÀ;Ä×aÁÅÚÂH¿Î2Â
t0 = 1
Î]Ïf×
argϕ(1, x0) = 0
ÕÜKÅ0ËÄÅ	Ø0ÄË³Ð4ÄÍﬃÎ]ÏÎ]ÁÁÆfÉﬀÄÂH¿Î2Â~ÂH¿fÄËÄÀÁ³Î]Ï
m ∈ {1, . . . , k} ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â
(tm, xm)
×fÅdÄÁÃÏfÅ]Â~ÌÀÄÅ0ÏÂH¿fÄÂHËHÎ]ÍÄﬀÅ]È4ÂH¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿ÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
ÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿ÂH¿fÄ
ÇlÅ0ÀÏ7Â
(t0, x0)
Õ
xÅ0Ë
0 < σm < 2pi
Î]Ïf×
0 < r < 1
ÌÄzÂ
wr,σm
×fÄÏfÅ]ÂHÄYÂH¿fÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ]È*ÂH¿fÄb3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â
ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
windMw = 1 w(t0) = x0 w(re
iσm) = 0.
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¾¿fÄ~ÇfÆfÌÌÙÎ]ÍCÞÅ]È
wr,σm
×fÄÈ¥ÏfÄ×êÙ7Ê
gr,σm(τ) :=

0
ÀnÈ
τ = 0
argϕ
(
eiτ , wr,σm(e
iτ )
)
ÀnÈ
0 < τ < 2pi
2pi
ÀnÈ
τ = 2pi,
Ð¿fÄËÄ
ϕ
ÀÁÃÔ0ÀnØ0ÄÏÀÏ s,Õ #n=hÀÁ³Î]ÏÀÏfÍËÄﬃÎ]ÁÀÏfÔÚ¿fÅ0ÉﬀÄÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÁÉÅ]È
[0, 2pi]
Å0Ï7ÂHÅÚÀnÂHÁÄÌnÈ^Õ¾¿fÄ
ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏØ]Î]ÌÆfÄÁÎ]ËÄYÇfÆfÌÌÄ×TÙÎ]ÍCÞTÙ7ÊT×fÄÈ¥ÏfÀÏfÔ
ξj := argϕ
(
eiτj , xj
) ∈ { [0, 2pi) ÀnÈ j = 0, 1, . . . , m
(0, 2pi]
ÀnÈ
j = m + 1, . . . , k.
ÓaÄYÏfÅ	Ð ÍC¿fÅdÅ0ÁÄÃÎ.ÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä¹Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
ε
ÁÅÁÉÎ]ÌÌøÂH¿Î2Â
ε < min
j=1,...,k
0<ξj<2pi
{ξj, 2pi − ξj}, 4ε < min
0≤j<l≤k
|τj − τl|, ε < τ1, ε < 2pi − τk,
Î]Ïf×KÁÄzÂ
Sσm := [0, 2pi]× [0, ε/2] ∪ [0, 2pi]× [2pi − ε/2, 2pi] ∪ [σm − ε/2, σm + ε/2]× [0, 2pi].
AÊ¢kÄÉﬀÉÎ,Õ #fÕ(,ÈMÅ0ËÄzØ0ÄË%Ê¥*!,Ä×
σm ∈ (0, 2pi) 
lim
r→1
gr,σm(τ) =
{
0
ÀnÈ
τ < σm
2pi
ÀnÈ
τ > σm
ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊﬀÅ0ÏKÄzØ0ÄË%ÊÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂÁÆfÙfÁÄzÂpÅ]È
[0, 2pi]\{σm} ÁÅÂH¿Î2Â
graph gr,σm := {(τ, gr,σm(τ)) : τ ∈ [0, 2pi]} ⊂ Sσm
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌPÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊTÌWÎ]ËÔ0Ä
r < 1
Õ
&dÀÏfÍÄ
gr,σm
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÌnÊT×fÄÇlÄÏf×fÁsÅ0Ï
r
Î]Ïf×
σm
$Î]Ïf×
[τm − ε, τm + ε] ÀÁÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂrfÂH¿fÄËÄ
ÀÁ
r0 < 1
ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â
graph gr0,σm ⊂ Sσm
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
σm ∈ [τm − ε, τm + ε] MÁÄÄDxÀÔ0ÆfËÄ,Õ  [ÕªxÅ0Ë
ÁÀÉﬀÇfÌÀÍÀnÂ?ÊÐ4Ä¹ÐËÀnÂHÄ
gσm
ÀÏfÁ%ÂHÄﬃÎ]×KÅ]È
gr0,σm
Õ
sÅ	Ð ÌÄzÂ
σ = (σ1, . . . , σm, . . . , σk) ∈ Q ,Ð¿fÄËÄ
Q := [τ1 − ε, τ1 + ε]× . . .× [τk − ε, τk + ε] ⊂ [0, 2pi]k.
¾¿fÄ~Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
δ
×fÄÈ¥ÏfÄ×êÙ7Ê
δ :=
1
2
min
σ∈Q
{ε, gσm(σ1 − ε), 2pi − gσm(σk + ε)}
ÀÁÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä]ÕxÅ0Ë
σ ∈ Q Ð4Ä~ÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄFÂH¿fÄYÁÄzÂHÁyMÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ,Õ 5
Rj := [σj − ε, σj + ε]× [0, 2pi] (j = 1, . . . , k),
Gσm := {(τ, ξ) ∈ [0, 2pi]2 : |gσm(τ)− ξ| ≤ δ},
Gσ := Gσm ∪R1 ∪ . . . ∪ Rk.


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τ
0
2pi − ε/2
ξm
ε/2
2pi
τm
(τm, ξm)
σm
xÀÔ0ÆfËÄD,Õ

ÕŁf¾¿fÄ~ÁÄzÂ
Sσm
fÂH¿fÄ¹Ô0ËHÎ]Çf¿KÅ]È
gσm
Î]Ïf×ÂH¿fÄYÇlÅ0ÀÏ7Â
(τm, ξm)
Õ
xÅ0Ë
0 < r < 1
Î]Ïf×
σ ∈ Q Ð4Äs×fÄÏfÅ]ÂHÄsÙ7Ê wr,σ ÂH¿fÄsÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÅ]ÈøÂH¿fÄÞ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂUÇfËÅ0Ù`
ÌÄÉ ÐÀnÂH¿¹ÐÀÏf×fÀÏfÔ=Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
k
Ð¿fÀÍC¿YÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
wr,σ(t0) = x0
Î]Ïf×Y¿Î]ÁÄËÅ0ÁÀÏ
reiσ1 , . . . , reiσm−1

r0e
iσm

reiσm+1 , . . . , reiσk
ÕUÓaÄYÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄFÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
gr,σ : [0, 2pi] → [0, 2pi] Ù7Ê
gr,σ(τ) :=

0
ÀnÈ
τ = 0
Argϕ
(
eiτ , wr,σ(e
iτ )
)
ÀnÈ
0 < τ < 2pi
2pi
ÀnÈ
τ = 2pi,
Ð¿fÄËÄ
Arg
×fÄÏfÅ]ÂHÄÁFÂH¿fÄ.ÇfËÀÏfÍÀÇÎ]Ì*ÙfËHÎ]ÏfÍC¿Å]ÈuÂH¿fÄ.Î]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7ÂﬃÕDxÅ0Ë¤¥*!,Ä×
σ ∈ Q PÙ7ÊN¢kÄÉﬀÉÎ
,Õ #fÕ(
lim
r→1
gr,σ(τ) = gσm(τ)
ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊpÅ0ÏYÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂÁÆfÙfÁÄzÂHÁÅ]È
[0, 2pi]\{σ1, . . . , σm−1, σm+1, . . . , σk} Õ&dÀÏfÍÄ wr,σ ×fÄÇlÄÏf×fÁ
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÌnÊÅ0ÏÂH¿fÄ¹ÇÎ]ËHÎ]ÉﬀÄzÂHÄËÁ
r
Î]Ïf×
σ
Î]Ïf×TÁÀÏfÍÄ
Q
ÀÁ=ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂr,ÂH¿fÄËÄ¹ÀÁ
r1
ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊ
ÍÌÅ0ÁÄ¹ÂHÅ
1
ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
graph gr1,σ ⊂ Gσ
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
σ ∈ Q.
xÅ0ËuÂH¿fÄpÁHÎ]Þ]ÄFÅ]ÈkÁÀÉﬀÇfÌÀÍÀnÂ?ÊÃÐ4ÄsÐËÀnÂHÄ
gσ
ÀÏfÁ%ÂHÄﬃÎ]×Å]È
gr1,σ
ÕªxÅ0Ë
j 6= m ÂH¿fÄsÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï gσ Î2ÂÂCÎ]ÀÏfÁ
ÄzØ0ÄË%ÊØ]Î]ÌÆfÄﬀÅ]È
[0, δ] ∪ [ε, 2pi − ε] ∪ [2pi − δ, 2pi] Ä=!fÎ]ÍzÂHÌnÊÅ0ÏfÍÄÀÏ [σj − ε, σj + ε] ¨ Î]ÌÁÅ gσ
Î2ÂÂCÎ]ÀÏfÁ~ÄzØ0ÄË%ÊØ]Î]ÌÆfÄﬀÅ]È
[ε, 2pi − ε] ÀÏ [σm − ε, σm + ε] Ä=!fÎ]ÍzÂHÌnÊÅ0ÏfÍÄ]Õ+?Ï ÇÎ]Ë%ÂHÀÍÆfÌWÎ]Ë¹ÂH¿fÄËÄ
Ä=!,ÀÁ%ÂsÆfÏfÀ;!ÆfÄYÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
%j ∈ [σj − ε, σj + ε] ÐÀnÂH¿
gσ(%j) = ξj, j = 1, . . . , k.
¾¿fÀÁ×fÄÈ¥ÏfÄÁFÎ.ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
f : Q→ [0, 2pi]k, σ 7→ % := (%1, . . . , %k).
¾¿fÄﬀÎ]ÙlÅ	Ø0Ä.ÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÀÅ0ÏÔ0ÆÎ]ËHÎ]Ï7ÂHÄÄÁFÂH¿Î2Â |σj − %j| ≤ ε ÈMÅ0Ë j = 1, . . . , k ÕysÅ	Ð ÂH¿fÄ.ÀÏ7ÂHÄË`
ÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÀÁ¹ÁÅ0ÌnØ0Ä×aÀnÈAÂH¿fÄËÄﬀÄ=!,ÀÁ%ÂHÁ
σ ∈ Q ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â f(σ) = τ ÕxÅ0Ë¹ÂH¿fÀÁYÄÏf×Ð4Ä


oÒqp
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2pi
0
τ
(τ2, ξ2)
(τ1, ξ1)
σ2 σ3σ1
(τ3, ξ3)
xÀÔ0ÆfËÄ,Õ ,ÕŁf¾¿fÄ~ÁÄzÂ
Gσ
ÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÁÄ×KÅ]È
R1, R2, R3
Î]Ïf×
Gσ2

k = 3

m = 2
[Õ
×fÄÈ¥ÏfÄ
f˜
Å0Ï
Q
Ù7Ê
f˜(σ) := σ − f(σ) + τ Õ¤&dÀÏfÍÄ~ÂH¿fÄÃÎ]ÙfÁÅ0ÌÆ,ÂHÄYØ]Î]ÌÆfÄÁsÅ]ÈuÎ]ÌÌkÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÏfÄÏ7ÂHÁpÅ]È
f(σ)− σ ×fÅÏfÅ]ÂsÄ=!,ÍÄÄ× ε  f˜ ÉÎ]ÇfÁ Q ÀÏ7ÂHÅÀnÂHÁÄÌnÈ^ÕAÊ4ËÅ	Ð4ÄË Á×¥*!,Ä×êÇlÅ0ÀÏ7ÂÂH¿fÄÅ0ËÄÉ f˜ ¿Î]Á
Îy¥*!,Ä×êÇlÅ0ÀÏ7ÂÀÏ
Q
fÐ¿fÀÍC¿KÀÁ=ÂH¿fÄY×fÄÁÀËÄ×KÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ]È
f(σ) = τ
Õ
+ïÂÁ¿fÅ0ÆfÌ×ÙlÄ¹ÏfÅ]ÂHÄ×TÂH¿Î2Â=ÂH¿fÄ¹ÇfËÅdÅ]È*Å]ÈÂH¿fÄ¹ÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔ.ÂH¿fÄÅ0ËÄÉ Á¿fÅ	ÐÁÀÏÈÝÎ]ÍzÂ=ÂH¿Î2ÂÐ4Ä¹ÍﬃÎ]Ï
Î]ÌnÐ=ÎﬃÊdÁ­¥Ïf×êÎ.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿TÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Å0Ë
k
Õh¾¿fÀÁ×fÅdÄÁÙ7ÊTÏfÅﬀÉﬀÄﬃÎ]ÏfÁÄ=!,ÍÌÆf×fÄ¹ÂH¿fÄ
Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄ~Å]ÈÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ=ÐÀnÂH¿Å]ÂH¿fÄË=ÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄËÁÕ
+?ÏÔ0ÄÏfÄËHÎ]Ì4ÂH¿fÄKÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
k
ÀÏ¾¿fÄÅ0ËÄÉ ,Õ('dÕêÍﬃÎ]Ï ÏfÅ]ÂÙlÄK×fÀÉﬀÀÏfÀÁ¿fÄ×Î]ÁÂH¿fÄ
ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿
Mt = T

tj := e
2piij/(k+1), xj = t
−1
j , j = 0, . . . , k
Á¿fÅ	ÐÁÕsÄzØ0ÄË%ÂH¿fÄÌÄÁÁ,ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁUÀÏ7Ø0Å0ÌnØdÀÏfÔ
k+1
ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÃÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁhÉÎﬃÊ~Ø0ÄË%Ê.Ð4ÄÌÌfÇlÅ0ÁÁÄÁÁ
ÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿ÐÀÏf×fÀÏfÔaÏ!ÆfÉ³ÙlÄËﬀÌÄÁÁﬀÂH¿Î]Ï
k
Õ ¾¿fÀÁÌÄﬃÎ]×fÁÂHÅÂH¿fÄK!ÆfÄÁ%ÂHÀÅ0Ï Å]È
ª.¡v¢¡vªﬀ£ Â
Û[§2¥d¢É7£ Ç=Ùﬀ¡v¢©?¬ÈÇIÁ§7Ân£]©Ý¡N§2¢
Ł
õ
§7Ç­Í]¡ËÎ]¬z¢Á§2¡v¢©ËÅ
(tj, xj) ∈M u¢É.©ËÆ¬¹ª.¡v¢¡vªﬀ£ Âñh¡v¢É]¡v¢Í.¢¥dªÐÛ[¬ÈÇ m §ÌY£yÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢K©?§©ËÆ¬
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©QÁÇH§
ÛÂ¬zª ñ"Æd¡N¦iÆÅﬃ£]©Ý¡;Å=¬iÅ
w(tj) = xj (j = 0, . . . , k)
ó
+?ÏÅ0Ë×fÄË.ÂHÅÔ0ÄzÂÎÚÈMÄÄÌÀÏfÔÐ4ÄKÁ%ÂCÎ]Ë%ÂÐÀnÂH¿ÂH¿fËÄÄKÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÕ ﬂ4Å0ÉﬀÇÎ]ËÀÏfÔÚÂH¿fÀÁ
ÁÀnÂHÆÎ2ÂHÀÅ0ÏTÂHÅÂH¿fÄ~ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ Å]ÈUÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌPÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔÅ]ÈÂH¿fÄ~×fÀÁÍ~Å0Ï7ÂHÅÎ2Ï]Å0Ë×Î]ÏK×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
G
Ð4Ä
ÉﬀÄÏ7ÂHÀÅ0ÏÎÍÌWÎ]ÁÁÀÍﬃÎ]ÌhËÄÁÆfÌnÂrŁb+ïÈ4ÂH¿fÄﬀÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
t1, t2, t3 ∈ T ¿ÎﬃØ0ÄÂH¿fÄﬀÁHÎ]ÉﬀÄÅ0ËÀÄÏ7ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏÎ]Á¹ÂH¿fÄ
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
w1, w2, w3 ∈ ∂G ]ÂH¿fÄËÄ=Ä=!,ÀÁ%ÂHÁhÎMÆfÏfÀnØ]Î]ÌÄÏ7Â=kÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]Ì!ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ w Å]È D Å0Ï7ÂHÅ G ÐÀnÂH¿
w(tj) = wj
Õ"+?ÏÂH¿fÄÌWÎ]ÏfÔ0ÆÎ]Ô0Ä=Å]ÈM3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â*ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁUÂH¿fÀÁhÉﬀÄﬃÎ]ÏfÁUÂH¿Î2ÂhÂH¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê
Ø]Î]ÌÆfÄ¹ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿TÂH¿fËÄÄ~ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ¿Î]ÁÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿TÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄËÅ0ÏfÄ]Õ
+?ÏKÅ0Ë×fÄËÂHÅﬀÄ=!dÂHÄÏf×fÄ×êÂH¿fÀÁËÄÁÆfÌnÂÂHÅÂH¿fÄYÍﬃÎ]ÁÄ~Å]ÈÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌG3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ,Ð4Ä
ÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄYÎ]ÏKÅ0ËÀÄÏ7ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏÅ]ÈÇlÅ0ÀÏ7ÂÁÄzÂHÁsÅ0Ï
M
ÕhÓaÄYÁHÎﬃÊÂH¿Î2ÂÂH¿fËÄÄ~ÇÎ]ÀË%ÐÀÁÄF×fÀÁ%ÂHÀÏfÍzÂÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
(t0, x0), (t1, x1), (t2, x2) ∈ M ©Ý¥Ç[¢¦C§2¥d¢©?¬ÈÇH¦ÈÂ§	¦Ł7ñh¡;Å	¬£ ÇH§2¥d¢É M 7ÀnÈfÂH¿fÄ4ÂHËÀÇfÌÄÁ (t0, t1, t2) Î]Ïf×
 #
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τ
0
2pi
σ2 σ3σ1
(τ3, ξ3)
(τ2, ξ2)
(τ1, ξ1)
%1 τ1σ1 τ
xÀÔ0ÆfËÄD,Õ #fÕŁf¾¿fÄ~ÁÄzÂ
Gσ
ÐÀnÂH¿
graph gσ
Î]Ïf×KÎÍÌÅ0ÁÄ=`?ÆfÇÅ]È*ÂH¿fÄY×fÅ]ÂÂHÄ×KÙlÅr!
(ϕ(t0, x0), ϕ(t1, x1), ϕ(t2, x2))
¿ÎﬃØ0ÄÃÂH¿fÄÃÁHÎ]ÉﬀÄÃÅ0ËÀÄÏ7ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏKÅ0Ï
T
MËÄÍﬃÎ]ÌÌÂH¿fÄÃ×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÀÅ0ÏKÅ]È
ϕ
ÀÏ|s,Õ #nJ[Õ
AÊ¢kÄÉﬀÉÎN,Õ

Õ ÚÂH¿fÄKÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄKÅ]ÈFÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿ÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
1
ÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿ÂH¿fËÄÄ
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÅ0Ï
M
ÀÉﬀÇfÌÀÄÁÂH¿Î2ÂÂH¿fÄÁÄÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁTÂHÆfËÏÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÍÌÅdÍCÞ7ÐÀÁÄaÎ]ËÅ0ÆfÏf×
M
Õ ¾¿fÄÏfÄ=!dÂ
ÂH¿fÄÅ0ËÄÉ Á¿fÅ	ÐÁÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÍÅ0Ï7Ø0ÄËÁÄÃÀÁÎ]ÌÁÅ³ÂHËÆfÄ]Õ

êAêëm MîMî;í
¬z©
(t0, x0)
ò (t1, x1)
ò (t2, x2)
Û[¬=©ËÆÇH¬C¬"Á§2¡v¢©ËÅ­ñ"Æd¡N¦iÆ³©Ý¥Ç[¢¦C§2¥d¢©?¬ÈÇH¦ÈÂ§	¦Ł7ñh¡;Å	¬
£ ÇH§2¥d¢É
M
ó
	
Æ¬z¢©ËÆ¬ÈÇH¬¡;Å£¥d¢¡Ý¤¥¬ÐÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
w ∈ H∞ ∩ C §Ì trw ⊂ M ñh¡v©ËÆñh¡v¢É]¡v¢Í
¢¥dªÐÛ[¬ÈÇ
1
£5Û[§2¥d©
M
£]¢É
w(tj) = xj, j = 0, 1, 2.
ÑhËÅdÅ]È^ÕÊ?FÆfË=×fÄËÀnØ]Î2ÂHÀÅ0ÏÀÁ=ÁÅ0ÉﬀÄFÞ!ÀÏf×Å]ÈuïÂ?Ð4Å7`?×fÀÉﬀÄÏfÁÀÅ0ÏÎ]ÌlÀÏ7ÂHÄËÉﬀÄ×fÀWÎ2ÂHÄsØ]Î]ÌÆfÄpÂH¿fÄÅ0ËÄÉuFÅ0Ï
D
Õh¾¿fÄ~ÌÄÉﬀÉÎ]Á=Å]Èª&dÄÍzÂHÀÅ0ÏB,Õ #fÕ

ÇfËÅ	ØdÀ×fÄ¹ÂH¿fÄYÏfÄÍÄÁÁHÎ]Ë%ÊKÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?Ê0Õ
Ó ÀnÂH¿fÅ0Æ,ÂFÌÅ0ÁÁFÅ]ÈAÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀnÂ?ÊÐ4ÄÍﬃÎ]ÏÁÆfÇlÅ0ÁÄ.ÂH¿Î2Â
tj = e
iτj
ÈMÅ0Ë
j = 0, 1, 2
ÐÀnÂH¿
0 = τ0 <
τ1 < τ2 < 2pi
Î]Ïf×
ξj = argϕ(tj, xj)
Î]ËÄYÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
0 = ξ0 < ξ1 < ξ2 < 2pi
Õ
+ïÂ¹ÀÁpÞ!ÏfÅ	ÐÏÈMËÅ0É ¾¿fÄÅ0ËÄÉ´,Õ ,Õ

MÀË=ÂH¿Î2ÂFÂH¿fÄ³Ø]Î]ËÀWÎ]ÙfÀÌÀnÂ?ÊËÄÔ0ÀÅ0Ï
Y (0)
ÀÁp¿fÅ0ÉﬀÄÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ
ÂHÅ.ÂH¿fÄYÍÌÅ0ÁÄ×KÆfÏfÀnÂ×fÀÁÍ]Õ¢kÄzÂ
ω : D → Y (0) ÙlÄ~Î.¿fÅ0ÉﬀÄÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÁÉäÐÀnÂH¿
ω(−i) = w−i(0)
Ð¿fÄËÄ
w−i
ÀÁuÂH¿fÄpÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿ﬀÐÀÏf×fÀÏfÔ~Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Î]Ïf×
w−i(1) = x0
,Î]Ïf××fÄÏfÅ]ÂHÄsÈMÅ0Ë
z ∈ T
Ù7Ê
gz : [0, 2pi] → [0, 2pi] ÂH¿fÄYÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
gz(τ) := argϕ(e
iτ , wz(e
iτ ))
s,Õ


Ð¿fÄËÄ
wz
ÀÁ*ÂH¿fÄ=ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÃÐÀnÂH¿ÃÐÀÏf×fÀÏfÔFÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Î]Ïf×
wz(0) = ω(z) ∈ ∂Y (0) 0ÍzÈ^Õ¾¿fÄÅ0ËÄÉ
,Õ ,Õ

MÀËAÎ]Ô7Î]ÀÏPÕ
¡
ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔ³ÂHÅ³ÂH¿fÄ¹ÍC¿fÅ0ÀÍÄFÅ]È
ω
Ð4Ä¹Þ!ÏfÅ	ÐÂH¿Î2Â
g−i ≡ 0 ÕxÅ0Ë z ∈ D ÌÄzÂ gz Î]ÌÁÅ
ÙlÄÔ0ÀnØ0ÄÏÙ7Êﬃs,Õ

=
wz
ÏfÅ	Ð ÙlÄÀÏfÔTÂH¿fÄ.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÚÐÀnÂH¿ÐÀÏf×fÀÏfÔTÏ!ÆfÉ³ÙlÄË

wz(1) = 1
Î]Ïf×
5'
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wz(0) = ω(z)
MÍzÈ^Õ¹¾¿fÄÅ0ËÄÉ´,Õ ,Õ

MÀÀË4ÂH¿fÀÁsÂHÀÉﬀÄ[Õ+ïÂ¹ÀÁpÍÌÄﬃÎ]ËsÂH¿Î2Â
gz(0) = 0

gz(2pi) = 2pi
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
z ∈ D Õu¾¿fÄ¹ÂH¿fÄÅ0ËÄÉ ÀÁÇfËÅ	Ø0Ä×KÀnÈÐ4Ä~Á¿fÅ	Ð ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄËÄYÀÁ z ∈ D ÐÀnÂH¿ gz(τj) = ξj ÈMÅ0Ë
j = 1, 2
ÕxÅ0Ë
z ∈ D ÌÄzÂ
u(z) := gz(τ1)− ξ1, v(z) := gz(τ2)− ξ2.
AÊÂH¿fÄb¢kÄÉﬀÉÎ]Á×,Õ #fÕ #ﬀÎ]Ïf×B,Õ #fÕ(',ÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
u
Î]Ïf×
v
Î]ËÄ¹ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÅ0Ï
D \ {−i} ÕÊ¢kÄzÂ
N := {z ∈ D : u(z) = 0}
ÙlÄﬀÂH¿fÄ2ÄËÅ7`?ÁÄzÂ.Å]È
u
ÀÏ
D
ÕK¾¿fÄÏ
N ∩ T = {T} Ð¿fÄËÄ T 6= −i ÁÀÏfÍÄﬀÂH¿fÄËÄÀÁ~Å0ÏfÌnÊÅ0ÏfÄ
ÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
gz

z ∈ T ,ÐÀnÂH¿ gz(τ1) = ξ1 ÕUÓ ÀnÂH¿fÅ0Æ,Â=ÌÅ0ÁÁ=Å]È*Ô0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀnÂ?ÊÐ4ÄYÍﬃÎ]ÏÎ]ÁÁÆfÉﬀÄ
ÈMËÅ0É ÏfÅ	Ð Å0Ï.ÂH¿Î2Â
T = i

u(t) > 0
ÀnÈ
t ∈ T∩{Re z > 0} Î]Ïf× u(t) < 0 ÀnÈ t ∈ T∩{Re z < 0}
MÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ,Õ('
[Õ
N0
u > 0
Lxix
Nu < 0
i
ξ1
τ
ξ2
2pi
gz
0
gi
g−i
0
gz1
τ2τ1
2pi
u(z)
v(z)
xÀÔ0ÆfËÄD,Õ('dÕŁf¾¿fÄYÁÄzÂ
N
Î]Ïf×TÂH¿fÄYÔ0ËHÎ]Çf¿fÁÅ]È
gz
¢kÄzÂ
N0
ÙlÄ¹ÂH¿fÄYÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×ÚÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÏfÄÏ7ÂÅ]È
N
Ð¿fÀÍC¿KÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁ
i
ÕÊxÅ0ËÄzØ0ÄË%Ê
x ∈ (−1, 1) Ð4Ä
×fÄÈ¥ÏfÄ
Lx := (ix + R) ∩ D ÕUÓaÄYÍÌWÎ]ÀÉäÂH¿Î2Â Lx ∩N0 6= ∅ ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ x ∈ (−1, 1) Õ
?pÂH¿fÄË%ÐÀÁÄ
N0
Ð4ÄËÄÎÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂFÁÄzÂFÐÀnÂH¿
N0 ∩ T = {i} ÕxÅ0ËpÄzØ0ÄË%Ê z ∈ N0 \ {i} ÍC¿fÅdÅ0ÁÄ
ÎÁÉÎ]ÌÌhÅ0ÇlÄÏ×fÀÁÍ
D(z) ⊂ D Î]ËÅ0ÆfÏf× z ÁÆfÍC¿aÂH¿Î2Â D(z) ×fÅdÄÁ~ÏfÅ]Â~ÉﬀÄÄzÂ~ÂH¿fÄﬀÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ~ÁÄzÂ
N \N0 ÕÊ¢kÄzÂ D0 ÙlÄYÎ.ÁÉÎ]ÌÌøÅ0ÇlÄÏ×fÀÁÍYÎ]ËÅ0ÆfÏf×ÀPÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â D0 ×fÅdÄÁÏfÅ]ÂÉﬀÄÄzÂ=ÂH¿fÄYÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ
ÁÄzÂ
N \ N0 Õ ¡ ÌÌÂH¿fÄÁÄêÁÉÎ]ÌÌ=×fÀÁÍÁﬀÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏ ÎN¥ÏfÀnÂHÄKÁÆfÙlÍÅ	Ø0ÄËÀÏfÔ D0, D1, . . . , Dn Å]È N0 Õ
¾¿fÄTÁÄzÂ
D :=
⋃n
k=0Dk
ÀÁÃÅ0ÇlÄÏÎ]Ïf×ÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×PÕ¨+?Ïf×fÄÄ×MuÌÄzÂ
a, b ∈ D Õ¾¿fÄÏÂH¿fÄËÄÎ]ËÄ
i, j ∈ {0, . . . , n} ÐÀnÂH¿ a ∈ Di, b ∈ Dj ÕF¾¿fÄÀËpÍÄÏ7ÂHÄËÁ zi Î]Ïf× zj ÙlÄÌÅ0ÏfÔÂHÅ N0 Õ¹ÖsÄÏfÍÄÃÂH¿fÄ
ÆfÏfÀÅ0ÏÅ]È
N0
ÐÀnÂH¿TÂH¿fÄYÁÄÔ0ÉﬀÄÏ7ÂHÁ
azi
Î]Ïf×
bzj
ÀÁÎÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×êÁÆfÙfÁÄzÂpÅ]È
D
ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÀÏfÔ
a
Î]Ïf×
b
ÕAÊﬀ¾¿fÄÅ0ËÄÉ0Õ #ÃÅ]ÈkÍC¿Î]Ç,ÂHÄË+I  Å]È~ 5'A
D
ÀÁAÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×PÕu¾¿fÄpÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊﬀÅ]È
D
ÍÅ0ÏfÁÀÁ%ÂHÁ4Å]È
¥ÏfÀnÂHÄÌnÊÉÎ]Ï7ÊÏ]Å0Ë×Î]ÏÚÍÆfË%Ø0ÄÁøÄﬃÎ]ÍC¿Å]ÈUÐ¿fÀÍC¿ÀÁsÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÁÄ×ÚÅ]Èª¥ÏfÀnÂHÄÌnÊÉÎ]Ï7ÊKÍÀËÍÆfÌWÎ]ËpÎ]ËÍÁÕ
ÓaÄ=ÂCÎ]Þ]Ä
γ
ÂHÅYÙlÄ=ÂH¿fÄÇÎ]Ë%ÂuÅ]È$ÂH¿fÄÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×ﬀÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÏfÄÏ7ÂuÅ]È
∂D
Ð¿fÀÍC¿ﬀÌÀÄÁÀÏ
D
Î]Ïf×ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁ
t1, t2
dÐ¿fÄËÄ {t1, t2} = ∂D ∩T ÕÊ&dÀÏfÍÄ u(t1) Î]Ïf× u(t2) ¿ÎﬃØ0ÄF×fÀ£øÄËÄÏ7ÂÁÀÔ0ÏM u ¿Î]ÁÎÄËÅ.Å0Ï
γ
fÐ¿fÀÍC¿KÀÁÀÉﬀÇlÅ0ÁÁÀÙfÌÄpÀÏTØdÀÄzÐ Å]È
γ ∩N = ∅ $Î]Ïf×TÂH¿fÄ~Î]ÙlÅ	Ø0ÄYÍÌWÎ]ÀÉ ÀÁÇfËÅ	Ø0Ä×PÕ
AÊ¢kÄÉﬀÉÎ,Õ #fÕ('
lim
z→−i
z∈N
v(z) = 2pi − ξ2 > 0


oÒqp
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ÁÅ~ÂH¿Î2ÂAÐ4ÄsÍﬃÎ]ÏÐ¥*!
x0 ∈ (−1, 1) ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â v(z) > 0 ÀnÈ Im z ≤ x0 Î]Ïf× z ∈ N ÕAÊ.Ð¿Î2Â4¿Î]Á
@ÆfÁ%ÂUÙlÄÄÏ³ÇfËÅ	Ø0Ä×
N0∩Lx0 6= ∅
]ÁHÎﬃÊ
z1 ∈ N0∩Lx0
Õª&dÀÏfÍÄ
v(N0)
ÀÁ*ÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×M
v(z1) > 0
Î]Ïf×
v(i) < 0
,Ð4Ä~ÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄ¹ÂH¿Î2Â
v
¿Î]ÁsÎÄËÅ
z ∈ N0 Õh¾¿fÄ~ÇlÅ0ÀÏ7Â z ¿Î]ÁsÎ]ÌÌP×fÄÁÀËÄ×KÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁÕ
+ïÈ¹ÂH¿fÄËÄÚÐ4ÄËÄÚÂ?Ð4Å×fÀ£øÄËÄÏ7ÂTÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ=ÂH¿fÄÀËﬀÂHËHÎ]ÍÄÁÐ4Å0ÆfÌ×úÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂÀÏúÎ2ÂÌÄﬃÎ]Á%ÂÂH¿fËÄÄ
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÕÐ4Æ,Â~Ù7Ê¾¿fÄÅ0ËÄÉ,Õ

ÕÂH¿fÄÏ!ÆfÉ³ÙlÄËYÅ]È=ÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁYÀÁYÎ2Â~ÉﬀÅ0Á%Â¹Â?Ð4ÅfÕﬀ¾¿fÀÁ
ÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÀÅ0ÏTÀÉﬀÇfÌÀÄÁAÂH¿fÄYÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁpÅ]ÈÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÕ
¾¿fÄËÄFÀÁ4Î]ÏTÎ]ÌnÂHÄËÏÎ2ÂHÀnØ0ÄÐ=ÎﬃÊﬀÂHÅ³ÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂÎÃÍÅ0ÉﬀÉﬀÅ0Ï2ÄËÅ
z
Å]È
u
Î]Ïf×
v
ÀÏﬀÂH¿fÄpÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔ
ÇfËÅdÅ]È^Õ+ïÈuÐ4Ä.ÉﬀÅ	Ø0Ä³ÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÍÌÅdÍCÞ7ÐÀÁÄÎ]ÌÅ0ÏfÔ
T \ {−i} Á%ÂCÎ]Ë%ÂHÀÏfÔÎ2Â −i lÂH¿fÄÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ u Î]Ïf×
v
Î]ËÄ¹Á%ÂHËÀÍzÂHÌnÊ×fÄÍËÄﬃÎ]ÁÀÏfÔfÕÊ4Å]ÂH¿TÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÍC¿Î]ÏfÔ0ÄYÁÀÔ0ÏÎ]Ïf×
u+ i v
ÉﬀÅ	Ø0ÄÁsÎ]ÌÅ0ÏfÔ.Î.Á%ÂHËHÎ]ÀÔ0¿7Â
ÌÀÏfÄ³ÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÀÏfÔÂH¿fÄ¥ËÁ%Âb!ÆÎ]×fËHÎ]Ï7Â~ÐÀnÂH¿ÂH¿fÄ.ÂH¿fÀË×º!ÆÎ]×fËHÎ]Ï7Â~Å]È4ÂH¿fÄ
u
`
v
`?ÇfÌWÎ]ÏfÄ]Õ&dÀÏfÍÄ *Ù7Ê
Î]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏM
ξ2 > ξ1
fÂH¿fÀÁÌÀÏfÄFÅ0ÉﬀÀnÂHÁ4ÂH¿fÄYÁÄÍÅ0Ïf×K!ÆÎ]×fËHÎ]Ï7ÂﬃÕ
sÄ=!dÂYÐ4ÄÁ¿fÅ	Ð ÂH¿Î2Â¹ÂH¿fÄËÄÀÁYÎTÀÁYÎTÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä³Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
δ
ÐÀnÂH¿ÂH¿fÄ.ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÇfËÅ0ÇlÄË%Â?ÊŁD+ïÈ
z ∈ D  |z + i| ≤ δ Î]Ïf× u(z) = 0 ÂH¿fÄÏ v(z) > 0 Õ+?Ïf×fÄÄ×MlÙ7ÊB¢kÄÉﬀÉÎ,Õ #fÕ('BMÀÀË=dÈMÅ0Ë z → −i
ÂH¿fÄsÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
wz
ÐÀnÂH¿
wz(t1) = x1
ÂHÄÏf×ÂHÅ
w−i
ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊ³Å0ÏÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ4ÁÆfÙfÁÄzÂHÁ=Å]È
T \ {t1} Õ
¾¿fÀÁÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
lim
z→−i
u(z)=0
gz(τ) = 2pi
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
τ > τ1
ÀÏTÇÎ]Ë%ÂHÀÍÆfÌWÎ]Ë
gz(τ2) > ξ2
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌMÄËÅdÄÁÅ]È
u
ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊTÍÌÅ0ÁÄ¹ÂHÅ −i Õ
¢kÄzÂ
G := {z ∈ D : |z + i| > δ} Õ³¾¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê K Å]È G ÍÅ0ÏfÁÀÁ%ÂHÁYÅ]ÈAÂ?Ð4ÅÍÀËÍÆfÌWÎ]Ë¹Î]ËÍÁŁ
Î]ÏÚÎ]ËÍYÐÀnÂH¿êÍÄÏ7ÂHÄË −i Î]Ïf×êËHÎ]×fÀÆfÁ δ lÎ]Ïf×ÎﬀÁÆfÙÎ]ËÍÃÅ]È T Ð¿fÀÍC¿Ú×fÅdÄÁpÏfÅ]ÂpÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏ −i Õs¾¿fÄ
ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
ψ : D → C, z 7→ u(z) + i v(z) ÀÁ~ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ³Å0ÏaÂH¿fÄÍÌÅ0ÁÆfËÄÅ]È G Õê¾¿fÄÀÉÎ]Ô0Ä
Å]ÈsÂH¿fÄTÍÅ0Ï7ÂHÅ0ÆfË
K
ÍÅ0ÏfÁÀÁ%ÂHÁÅ]ÈpÎÁÄÔ0ÉﬀÄÏ7Â
L
ÐÀnÂH¿ÄÏf×fÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
a
Î]Ïf×
b
ÀÏÂH¿fÄ¥ËÁ%ÂﬀÎ]Ïf×ÀÏ
ÂH¿fÄÃÂH¿fÀË×!ÆÎ]×fËHÎ]Ï7ÂrPËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ
kÎ]Ïf×ÎÍÆfË%Ø0Ä.ÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÀÏfÔ
b
ÐÀnÂH¿
a
Î]Ïf×ÚÅ0ÉﬀÀnÂÂHÀÏfÔÂH¿fÄ³ÁÄzÂ
{u+ i v : v ≤ 0} MÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ,Õ 5[Õ
−i
D
D
K
z
u
b
a
v
xÀÔ0ÆfËÄD,Õ ,ÕŁf¾¿fÄ~ÍÅ0Ï7ÂHÅ0ÆfË
K
Î]Ïf×KÀnÂHÁÀÉÎ]Ô0Ä
ﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ
ÂH¿fÄÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË~Å]È
ψ(K)
Î]ÙlÅ0Æ,ÂbÄËÅêÀÁ −1 UÎ]Ïf×aÙ7ÊÎTÐ4ÄÌÌ©`?Þ!ÏfÅ	ÐÏ
ÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]ÌlÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄ
ψ
É³ÆfÁ%Âs¿ÎﬃØ0ÄÃÎÄËÅ
z ∈ G ÀNÕ Ä]Õ gz(τ1) = ξ1  gz(τ2) = ξ2 Õ
5
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xµ¶zªx§·0[¥9±q¸[¥G­¹±I¸ºq¦§¤¼»½­¯¥¾À¦§DI¥¾qÁ¥¾OI¿­6[¥9±q¸[¥G­
±q¸­6[¥¤
+ïÈ$ÂH¿fÄ=Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
k+1
Å]ÈlÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï~ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÀÁÔ0ËÄﬃÎ2ÂHÄËÂH¿Î]ÏÃÂH¿fËÄÄ 0Ð4Ä¿ÎﬃØ0ÄÏfÅ]ÂUÙlÄÄÏﬀÎ]ÙfÌÄAÂHÅ
¥Ïf×KÉﬀÄzÂH¿fÅd×fÁÈMÅ0ËÁÅ0ÌnØdÀÏfÔ.ÂH¿fÄYÉﬀÀÏfÀÉÎ]Ì$ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉKÕuÒUØ0ÄÏêÀÏTÂH¿fÄ~Á%ÂCÎ]Ïf×Î]Ë×KÍﬃÎ]ÁÄ
M = T2
Ð¿fÄËÄÂH¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁYÅ]È=ÂH¿fÄ93ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â¹ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ¶Î]ËÄﬀÂH¿fÄÐ¥ÏfÀnÂHÄ24ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]Ä
ÇfËÅd×fÆfÍzÂHÁPÂH¿fÀÁFÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÁÄÄÉﬀÁ¹ÏfÅ]Â¹ÂHÅTÙlÄÃÂHËÄﬃÎ2ÂHÄ×ÀÏÚÂH¿fÄ³ÌÀnÂHÄËHÎ2ÂHÆfËÄ]ÕD+?ÏfÁ%ÂHÄﬃÎ]×MÑhÀÍCÞêÉÎ2ÂHËÀ©!
Â?ÊdÇlÄÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÀÌÀnÂ?ÊÚÍËÀnÂHÄËÀWÎÍﬃÎ]ÏaÙlÄÇfËÅ	Ø0Ä×aÈMÅ0Ë~ÉﬀÅd×fÀ¥ÍﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ¹Å]È=ÂH¿fÄÇfËÅ0ÙfÌÄÉÀÏ7Ø0Å0ÌnØdÀÏfÔKÇfËÄ=`
ÁÍËÀÙlÄ×êØ]Î]ÌÆfÄÁpÅ]ÈuÎ]ÏfÔ0ÆfÌWÎ]Ë×fÄËÀnØ]Î2ÂHÀnØ0ÄÁFÎ2ÂpÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊêÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁsÅ]È
D
øÁÄÄ~ #

NÕÞ+?Ï
¡
ÇfÇlÄÏf×fÀ©!
ÂH¿fÄÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÈMÅ0Ëb4ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]ÄÇfËÅd×fÆfÍzÂHÁÃÀÁ~Î2ÂÂCÎ]ÍCÞ]Ä×Î]ÌÔ0Å0ËÀnÂH¿fÉﬀÀÍﬃÎ]ÌÌnÊ0ÕÐ?FÏfÄﬀËÄﬃÎA`
ÁÅ0ÏÐ¿7ÊÂH¿fÀÁYÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÁÄÄÉﬀÁ~ÁÅÀÉﬀÇfËÄÔ0ÏÎ]ÙfÌÄ³ÍÅ0ÆfÌ×ÙlÄ.ÂH¿Î2Â~ÀÏÁÅ0ÉﬀÄ.ÁÀnÂHÆÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ¹ÀnÂ¹ÀÁYÏfÅ]Â
Ð4ÄÌÌ©`?ÇlÅ0ÁÄ×M,Ð¿fÀÌÄ¹ÀÏÅ]ÂH¿fÄËÁÀnÂÀÁÎ]ÁÐ4Ä~Á¿Î]ÌÌPÁÄÄYÀÏTÂH¿fÀÁÁÄÍzÂHÀÅ0ÏPÕ
¾¿fËÅ0ÆfÔ0¿fÅ0Æ,Â*Ð4Ä=Á¿Î]ÌÌdÎ]ÁÁÆfÉﬀÄAÂH¿Î2Â
M
ÀÁ*Å]ÈÍÌWÎ]ÁÁ
C2
Õ"pÄÇlÄÏf×fÀÏfÔFÅ0ÏÃÂH¿fÄAÉﬀÀÏfÀÉÎ]Ì]ÐÀÏf×fÀÏfÔ
Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
m
Å]ÈÎsÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï¹ÂHÅÂH¿fÄ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂPÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿~ÂH¿fÄAÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï¹ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
(tj, xj) ∈ M (j = 0, . . . , k) $ÂH¿fÀÁpÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏK¿Î]Áp×fÀ£øÄËÄÏ7ÂFÍC¿Î]ËHÎ]ÍzÂHÄËÀÁ%ÂHÀÍ~ÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁ$Ð¿fÀÍC¿
ÌÄﬃÎ]×fÁ=ÂHÅÂH¿fÄYÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂFÍÌWÎ]ÁÁÀ¥ÍﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏTÅ]ÈÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÕª+ïÈ
• k = 2m Ð4ÄYËÄzÈMÄËÂHÅ.ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ Î]Á Ç[¡Í]¡sÉ 
• k < 2m Ð4ÄYÍﬃÎ]ÌÌøÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉÃÂ ¬JÃ0¡sÛÂ¬ 
• k > 2m Ð4Ä~Î]×fÅ0Ç,ÂÂH¿fÄYÏfÅ]ÂHÀÅ0ÏTÅ]ÈUÎ Ì=Ç£Í]¡ËÂ¬ ÇfËÅ0ÙfÌÄÉKÕ
¾¿fÄ~ÁÄÏfÁÄ~Å]È*ÂH¿fÀÁ=ÂHÄËÉﬀÀÏfÅ0ÌÅ0Ô]ÊÐÀÌÌøÙlÄYÄÏfÌÀÔ0¿7ÂHÄÏfÄ×KÙ7ÊÂH¿fÄ¹ÂH¿fÄÅ0ËÄÉﬀÁÅ]È*ÂH¿fÀÁÁÄÍzÂHÀÅ0ÏPÕ
ÓaÄÀÉÎ]Ô0ÀÏfÄ4ÏfÅ	ÐÂH¿fÄÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÃÏfÅd×fÄÁ
tj
ÂHÅYÙlÄ¥*!,Ä×M,Î]Ïf×ÁHÎﬃÊ³ÂH¿Î2ÂAÎ¹Á%ÂCÎ2ÂHÄÉﬀÄÏ7ÂA¿fÅ0Ì×fÁ
ÈMÅ0ËFÎ]ÌÌÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊÚÁÉÎ]ÌÌÇlÄË%ÂHÆfËÙÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁpÅ]ÈhÂH¿fÄ³ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁpÀnÈhÂH¿fÄËÄ³ÀÁ
ε > 0
ÁÆfÍC¿
ÂH¿Î2ÂÀnÂÀÁ=ÂHËÆfÄ¹ÈMÅ0ËÎ]ÌÌøÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏØ]Î]ÌÆfÄÁ
x˜j
ÐÀnÂH¿
|xj − x˜j| < ε j = 0, . . . k.
+ïÈÈMÅ0ËÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%Ê
δ > 0
Î]Ïf×KÎ]ÌÌPÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊTÁÉÎ]ÌÌPÇlÄË%ÂHÆfËÙÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁÅ]È*ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
ÂH¿fÄÍÅ0ËËÄÁÇlÅ0Ïf×fÀÏfÔÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w˜
ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ ‖w − w˜‖∞ < δ ÂH¿fÄÏúÐ4ÄÁÇlÄﬃÎ]Þ Å]È ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å
É!¬dÁ¬z¢É!¬z¢ø¦C¬
Å]È*ÂH¿fÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ0ÏTÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÕ

êAêëm MîMî 
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ÛÂ¬zª£Í7£]¡v¢
óÆÅ
§7ÇH¬C§7Î]¬ÈÇ
ò
©ËÆ¬ﬀª.¡v¢¡vªﬀ£ ÂÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢É!¬dÁ¬z¢ÉAÅ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅÈÂÚÙ §2¢
©ËÆ¬~¡v¢©?¬ÈÇIÁ§7Ân£]©Ý¡N§2¢ÐÁ§2¡v¢©ËÅ
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ2¢kÄzÂ
w1
Î]Ïf×
w2
ÙlÄÂ?Ð4Åê×fÀ£øÄËÄÏ7Â~ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁYÅ]È4ÂH¿fÄÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
w(tj) =
xj (j = 0, . . . , k)
Õ xËÅ0É
w1, w2 ∈ Wm ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁTÙ7Ê ¾¿fÄÅ0ËÄÉ4,Õ  ÕÂH¿Î2Â w1 Î]Ïf× w2
ÍﬃÎ]ÏÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂÎ2Â4ÉﬀÅ0Á%Â=Î2Â
2m
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÕÊ?FÏﬀÂH¿fÄpÅ]ÂH¿fÄË4¿Î]Ïf×M,ÁÀÏfÍÄpÙlÅ]ÂH¿ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁuÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂÎ2Â
t0, . . . , tk
0ÂH¿fÄ=Ï!ÆfÉ³ÙlÄËhÅ]È$ÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÅ0Ï.ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁUÀÁhÎ2ÂhÌÄﬃÎ]Á%Â
k+1 = 2m+1
Õ¾¿fÀÁhÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÀÅ0Ï
Á¿fÅ	ÐÁpÂH¿Î2Â
w1
Î]Ïf×
w2
ÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄ lÎ]Ïf×KÂH¿!ÆfÁsÂH¿fÄÃÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿KÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌlÐÀÏf×fÀÏfÔﬀÏ!ÆfÉ³ÙlÄËpÀÁ
ÆfÏfÀ;!ÆfÄ]Õ

-
oÒqp
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¾¿fÀÁ*ÂHÀÉﬀÄAÐ4Ä=ÐÀÌÌ!ÁÄﬃÎ]ËÍC¿.ÂH¿fÄ=ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÃÀÏ³ÁÇÎ]ÍÄÁ
Cα(T), 0 < α < 1
0Å]ÈlÖÞ}0Ì×fÄË`?ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ!ÁÅ¹ÂH¿Î2Âs,ÕA*ÍﬃÎ]ÏﬀÙlÄËÄ!ÆfÀËÄ×ÂHÅY¿fÅ0Ì×.ÈMÅ0ËuÎ]ÌÌ
t ∈ T ÕÓaÄ×fÄÏfÅ]ÂHÄÙ7Ê w∗ = u∗+iv∗
ÂH¿fÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿ÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
m
Î]Ïf×TÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏØ]Î]ÌÆfÄÁ
w∗(tj) = x
∗
j = µ(tj, s
∗
j), j = 0, . . . , k.
¾¿fÄÏKÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
σ∗ : T → R ÐÀnÂH¿
σ∗(t) := arg(µ(t, .)−1(w∗(t))), t ∈ T
ÀÁÅ]ÈÍÌWÎ]ÁÁ
C1+α
ÁÀÏfÍÄ
w∗ ∈ C1+α ÍzÈ^Õ×~ '  ¾¿fÄÅ0ËÄÉ  Õ -,Õ~Î]Ïf×K¢kÄÉﬀÉÎ0Õ ,Õ  ÕÊ?FÙ7ØdÀÅ0ÆfÁÌnÊ

w∗(t) = µ(t, eiσ
∗(t)), ∀t ∈ T, s,Õ
A
Î]Ïf×MÀÏ ÇÎ]Ë%ÂHÀÍÆfÌWÎ]ËAÈMÅ0Ë
σ∗j := σ
∗(tj)
Ð4Ä¿ÎﬃØ0Ä
eiσ
∗
j = s∗j (j = 0, . . . , k)
Õ +?Ï Å0Ë×fÄËÂHÅ
ÇfËÅ	Ø0ÄpÂH¿fÄsÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÀÌÀnÂ?Ê³Å]ÈPÂH¿fÄpÇlÄË%ÂHÆfËÙlÄ×ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉB7Ð4ÄpÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄÂH¿fÄpÏfÅ0ÏfÌÀÏfÄﬃÎ]Ë
Å0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë
A : X → Y, X := Cα(T)× R× Rk+1, Y := Cα(T)× Rk+1
Ù7Ê
A(σ, λ, σ0, . . . , σk) := (Imµ(., e
iσ)−HReµ(., eiσ)− λ, σ(t0)− σ0, . . . , σ(tk)− σk).
ÐÀnÂH¿
σ ∈ Cα(T), λ, σ0, . . . , σk ∈ R Õ4¾¿fÀÁs×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÀÅ0ÏÀÁÀÏfÁÇfÀËÄ×Ù7ÊÂH¿fÄYÏfÅ0ÏfÌÀÏfÄﬃÎ]ËÅ0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë
ÅdÍÍÆfËÀÏfÔÀÏTÂH¿fÄYÇfËÅdÅ]È*Å]È¾¿fÄÅ0ËÄÉ]#fÕ

Õ

Å]È~ '

NÕ4ÄÍﬃÎ]ÆfÁÄ~Å]È­s,Õ
AAÐ4Ä~¿ÎﬃØ0Ä
A(σ∗, v∗(0), σ∗0, . . . , σ
∗
k) = 0.
ﬂ4Å0Ï7Ø0ÄËÁÄÌnÊ
lÌÄzÂ
A(σ, λ, σ0, . . . , σk) = 0
s,Õ


ÈMÅ0ËAÎ]ÏÄÌÄÉﬀÄÏ7Â
(σ, λ, σ0, . . . , σk) ∈ X ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â σ ÀÁuÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊﬀÍÌÅ0ÁÄÂHÅ σ∗  σ0, . . . , σk Î]ËÄ
ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊYÍÌÅ0ÁÄuÂHÅ
σ∗0 , . . . , σ
∗
k
]Î]Ïf×
λ
ÀÁÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊYÍÌÅ0ÁÄuÂHÅ
v∗(0)
Õ*¾¿fÄÏ
w(t) := µ(t, eiσ(t))
ÀÁ¹ÂH¿fÄﬀÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏÅ]ÈÎ¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔÂH¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï
Î]ÁÐ4ÄÌÌÎ]Á=ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁ
w(tj) = µ(tj, e
iσj ), j = 0, . . . , k.
&dÀÏfÍÄ
w
Î]Ïf×
w∗
Î]ËÄpÍÌÅ0ÁÄsÐ4ÄFÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄsÂH¿Î2Â
w
¿Î]Á4ÂH¿fÄpÁHÎ]ÉﬀÄsÐÀÏf×fÀÏfÔÃÏ!ÆfÉ³ÙlÄË=Î]ÙlÅ0Æ,Â
M
Î]Á
w∗
Õh¾¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄ lÎ]ÌÌøÍÌWÎ]ÀÉﬀÁAÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÉﬀÉﬀÄ×fÀWÎ2ÂHÄÌnÊÀnÈÐ4ÄY¿ÎﬃØ0Ä~ÇfËÅ	Ø0Ä×KÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ¹Ä!ÆÎ2ÂHÀÅ0Ï|s,Õ


ÀÁ¹ÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÌÄ~ÈMÅ0Ë
(σ, λ)
ÀÏÎÏfÄÀÔ0¿!ÙlÅ0ÆfË¿fÅdÅd×Å]È
(σ∗, v∗(0), σ∗0, . . . , σ
∗
0)
Õ
¡
Â¥ËÁ%ÂYÐ4ÄÍÅ0Ï7ØdÀÏfÍÄ
Å0ÆfËÁÄÌnØ0ÄÁYÂH¿Î2Â¹ÂH¿fÄ.ÇÎ]Ë%ÂHÀWÎ]Ì×fÄËÀnØ]Î2ÂHÀnØ0Ä.ÀÏÚÂH¿fÄÁÄÏfÁÄﬀÅ]ÈxËFÍC¿fÄzÂ~Å]ÈuÂH¿fÄÅ0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë
A
Î2ÂYÁÅ0ÉﬀÄ
ÇlÅ0ÀÏ7Â
(σ, λ, σ0, . . . , σk) ∈ X ÐÀnÂH¿ËÄÁÇlÄÍzÂsÂHÅ (σ, λ) ÀÁ=ÂH¿fÄYÌÀÏfÄﬃÎ]Ë=Å0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë
D(σ,λ)A(σ, λ, σ0, . . . , σk) : C
α(T)× R → Y
ÐÀnÂH¿
D(σ,λ)A(σ, λ, σ0, . . . , σk)(σ˜, λ˜) = (aσ˜ −H(bσ˜)− λ˜, σ˜(t0), . . . , σ˜(tk))

>
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Ð¿fÄËÄ
a(t) := Im (∂sµ(t, e
iσ(t))ieiσ(t)), b(t) := Re (∂sµ(t, e
iσ(t))ieiσ(t)).
s,Õ5
¾¿fÄ~ÈMÅ0ËÉÎ]Ïf×ÚÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊÅ]ÈUÂH¿fÄb¥ËÁ%ÂFÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÏfÄÏ7ÂpÍﬃÎ]ÏÚÙlÄ~×fÄ×fÆfÍÄ×ÚÈMËÅ0É ÎﬀÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌkÈÝÎ]ÍzÂFÅ0Ï
ÁÆfÇlÄËÇlÅ0ÁÀnÂHÀÅ0ÏKÅ0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0ËÁÁÄÄy¢kÄÉﬀÉÎ90Õ ,Õ('.ÀÏ|~ '

NÕ
¡
ÂsÂH¿fÀÁsÇlÅ0ÀÏ7ÂÂH¿fÄÃÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0Ï
µ ∈ C2
ÀÁAÀÉﬀÇlÅ0Ë%ÂCÎ]Ï7ÂﬃÕ¾¿fÄpÅ]ÂH¿fÄË4ÄÏ7ÂHËÀÄÁ=Î]ËÄpÅ0Ù7ØdÀÅ0ÆfÁÕ
¡
ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔ~ÂHÅÃÂH¿fÄpÀÉﬀÇfÌÀÍÀnÂUÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏﬀÂH¿fÄÅ0ËÄÉ
ÀÏ=Î]ÏÎ]ÍC¿ÁÇÎ]ÍÄÁKMÍzÈ^Õ¦~ 
7h¾¿fÄÅ0ËÄÉ #fÕ ­=ÀnÂ.ÁÆ,ÛﬀÍÄÁÏfÅ	Ð ÂHÅÁ¿fÅ	Ð ÂH¿Î2Â³ÂH¿fÄTÏfÅ0ÏfÌÀÏfÄﬃÎ]Ë
Å0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë
D(σ,λ)A(σ
∗, v∗(0), σ∗0, . . . , σ
∗
k) : C
α(T)× R → Y
ÀÁÀÏ7Ø0ÄË%ÂHÀÙfÌÄ]Õ¢kÄzÂ
D(σ,λ)A(σ
∗, v∗(0), σ∗0, . . . , σ
∗
k)(σ˜, λ˜) = (g, τ0, . . . , τk)
s,Õr#n
Ð¿fÄËÄ
g ∈ Cα(T), τ0, . . . , τk ∈ R Î]ËÄÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%Ê0Õ ¾¿fÀÁÀÁÄ!ÆfÀnØ]Î]ÌÄÏ7ÂÂHÅÂH¿fÄÁ%ÊdÁ%ÂHÄÉ Å]È
Ä!ÆÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ
aσ˜ −H(bσ˜)− λ˜ = g
σ˜(tj) = τj, j = 0, . . . , k,
s,ÕA'

Ð¿fÀÍC¿KÍﬃÎ]ÏKÙlÄYËÄzÐËÀnÂÂHÄÏTÐÀnÂH¿TÂH¿fÄY¿fÄÌÇKÅ]È*ÂH¿fÄYÁÆfÙfÁ%ÂHÀnÂHÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ
u := bσ˜ v := aσ˜ − g
Î]ÁÂH¿fÄYÌÀÏfÄﬃÎ]Ë­3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
au− bv = bg
u(tj) = b(tj)τj, j = 0, . . . , k
s,Õ5
v(tj) = a(tj)τj − g(tj), j = 0, . . . , k
ÈMÅ0ËﬀÂH¿fÄÚ¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w := u + iv
Õ ﬂ4Å0Ï7Ø0ÄËÁÄÌnÊ
FÎaÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÅ]È2s,Õ5.ÊdÀÄÌ×fÁÎ
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ]È­s,ÕA'
4Ù7ÊTÉﬀÄﬃÎ]ÏfÁÅ]È*ÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ]Á
σ˜ =
bu+ v(b+ g)
a2 + b2
, λ = v(0).
xËÅ0É ÂH¿fÄÃ×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÀÅ0ÏfÁs,Õ5DvÐ¿fÄËÄ
σ
¿Î]ÁsÂHÅÙlÄ~ËÄÇfÌWÎ]ÍÄ×ÚÙ7Ê
σ∗
Ð4Ä³ÁÄÄÃÂH¿Î2ÂsÂH¿fÄÃÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0Ì
a − ib ¿Î]ÁFÎ2ÂFÎ]Ï7ÊKÇlÅ0ÀÏ7Â t ∈ T ÂH¿fÄÃ×fÀËÄÍzÂHÀÅ0ÏKÅ]ÈUÂH¿fÄ~ÂCÎ]ÏfÔ0ÄÏ7ÂsÂHÅﬀÂH¿fÄÃÍÆfË%Ø0Ä Mt Î2ÂsÂH¿fÄ~ÇlÅ0ÀÏ7Â
w∗(t)
ÕUÖsÄÏfÍÄ4ÂH¿fÄ4ÐÀÏf×fÀÏfÔsÏ!ÆfÉ³ÙlÄËUÅ]È
a−ib ÀÁ m 0ÁÅpÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ4Ï!ÆfÉ³ÙlÄËUÅ]È k+1 = 2m+1 ÁÀ×fÄ
ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁuÀÏNs,Õ5hÀÁM@ÆfÁ%ÂAÂH¿fÄpËÀÔ0¿7Â4Å0ÏfÄÂHÅÃÔ0ÆÎ]ËHÎ]Ï7ÂHÄÄsÂH¿fÄpÆfÏfÀ;!ÆfÄpÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÀÌÀnÂ?ÊÃÅ]ÈPÂH¿fÄpÌÀÏfÄﬃÎ]Ë
3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â=ÇfËÅ0ÙfÌÄÉBÁÄÄyﬂ4Å0ËÅ0ÌÌWÎ]Ë%Ê
¡
Õ ,ÕÖsÄÏfÍÄ³Î]ÌÁÅKs,Õr#n=ÀÁÆfÏfÀ;!ÆfÄÌnÊÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÌÄFÈMÅ0Ë
Î]Ï7Ê.ËÀÔ0¿7Âh¿Î]Ïf×ÁÀ×fÄ
(g, τ0, . . . , τk) ∈ Y 7ÁÅ¹ÂH¿Î2ÂUÂH¿fÄÅ0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë D(σ,λ)A(σ∗, v∗(0), σ∗0, . . . , σ∗k)
ÀÁﬀÀÏ7Ø0ÄË%ÂHÀÙfÌÄ AÂH¿fÄKÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊÅ]ÈFÂH¿fÄKÀÏ7Ø0ÄËÁÄÚÙlÄÀÏfÔaÎÍÅ0ÏfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄÅ]ÈD=Î]ÏÎ]ÍC¿M ÁﬀÂH¿fÄÅ0ËÄÉKÕ
¡
ÁÃÎ]ÏfÏfÅ0ÆfÏfÍÄ×aÙlÄzÈMÅ0ËÄ 
A
ÀÁ¹ÂH¿!ÆfÁ~ÌÅdÍﬃÎ]ÌÌnÊKÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÌÄ³ÈMÅ0Ë
(σ, λ)
Î]Ïf×¿fÄÏfÍÄÎ]Ï7ÊÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï
ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿~ÇlÄË%ÂHÆfËÙlÄ×ÃÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏFØ]Î]ÌÆfÄÁ
xj
¿Î]ÁÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w
ÐÀnÂH¿YÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
m
Õ
¾¿fÄ³ÇlÄË%ÂHÆfËÙlÄ×ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]ÂF¿ÎﬃØ0Ä.ÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w˜
ÐÀnÂH¿ÎÁÉÎ]ÌÌÄËÐÀÏf×fÀÏfÔ
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Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
m˜ = wind w˜ < m
hÙlÄÍﬃÎ]ÆfÁÄÀnÈÁÅ
w
Î]Ïf×
w˜
ÍÅ0ÆfÌ× ¿ÎﬃØ0ÄKÎ2Â³ÉﬀÅ0Á%Â
m + m˜
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
Å]È=ÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÅ0ÏÙ7Ê¾¿fÄÅ0ËÄÉ,Õ

Õ
ÙfÆ,Â~ÂH¿fÄzÊÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄÎ2ÂYÂH¿fÄ
k + 1
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
t0, . . . , tk
*Î]Ïf×
k + 1 > 2m > m+ m˜
ÕAÖsÄÏfÍÄ~Î]Ï7ÊTÇlÄË%ÂHÆfËÙlÄ×ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ Î]ÌÁÅ.¿Î]ÁÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
m
Î]Ïf×KÀÁ=ÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄYËÀÔ0À×PÕ
ﬂ4Å0ÏfÍÄËÏfÀÏfÔÂH¿fÄÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁÅ]ÈpÂH¿fÄKÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï ÐÀnÂH¿ÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌuÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄËAÂH¿fÄËÀÔ0À×
ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ=Î]ËÄpÂH¿fÄFÉﬀÅ0Á%Â=ÇfÌÄﬃÎ]ÁHÎ]Ï7ÂÍÌWÎ]ÁÁÕh¾¿fÀÁ=ÙlÄÍÅ0ÉﬀÄÁ=ÍÌÄﬃÎ]ËAÐ¿fÄÏÌÅdÅ0Þ!ÀÏfÔ³Î2Â4ÂH¿fÄpÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ
ÂH¿fÄÅ0ËÄÉ ÈMÅ0Ë=ÈMËHÎ]Ô0ÀÌÄFÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÕ
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ÛÂ¬zª
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕG¢kÄzÂ
(t0, x0), . . . , (tk, xk)
×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÄuÎ=ÈMËHÎ]Ô0ÀÌÄÇfËÅ0ÙfÌÄÉ Î]Ïf×~ÌÄzÂ
w1 ∈ Wm ÙlÄuÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
ÐÀnÂH¿ÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄËÕu¾¿fÄÏÂH¿fÄ¹ÂHËÆfÏfÍﬃÎ2ÂHÄ×êÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
w(tj) = xj, j = 0, . . . , 2m
ÀÁËÀÔ0À×M,ÁÅÂH¿Î2ÂsÎ]ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔ.ÂHÅ¾¿fÄÅ0ËÄÉ,Õ('dÕ Î]Ï7ÊTÇlÄË%ÂHÆfËÙlÄ×KÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
w(tj) = x˜j, j = 0, . . . , 2m
Ð¿fÄËÄ |xj − x˜j| < ε ÈMÅ0ËsÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊKÁÉÎ]ÌÌ ε > 0 $¿Î]ÁFÎﬀÆfÏfÀ;!ÆfÄÃÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï w2 ÐÀnÂH¿êÉﬀÀÏfÀÉÎ]Ì
ÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
m
ÕÊsÅ	Ð ÍC¿fÅdÅ0ÁÄ~ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏﬀØ]Î]ÌÆfÄÁ
x˜2m+1, . . . , x˜k
ÁÅÂH¿Î2Â
|xj − x˜j| < ε, w2(tj) 6= x˜j, j = 2m + 1, . . . , k.
¾¿fÄÏKÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
w(tj) = x˜j, j = 0, . . . , k
ÀÁsÏfÅ]ÂFÁÅ0ÌnØ0Ä×ÚÙ7Ê
w2
l¿fÄÏfÍÄÃÂH¿fÄÃÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌlÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄËpÅ]ÈhÀnÂHÁsÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁsÀÁsÔ0ËÄﬃÎ2ÂHÄËÂH¿Î]Ï
m
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¾¿fÄËÄYËÄÉÎ]ÀÏfÁ=ÂHÅÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÂH¿fÄYÍÌWÎ]ÁÁÅ]È.ÇÄ=!,ÀÙfÌÄ¹ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÕ
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Â
¬JÃ0¡sÛÂ¬ªÁÇH§
ÛÂ¬zªä¡;Åp¢ø§2©
¥d¢¡Ý¤¥¬
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ ¢kÄzÂ
(t0, x0), . . . , (tk, xk)
×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÄÚÎÈÇÄ=!,ÀÙfÌÄÚÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬁÎ]Ïf×úÌÄzÂ
w1 ∈ Wm ÙlÄÎ
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿ ÉﬀÀÏfÀÉÎ]Ì4ÐÀÏf×fÀÏfÔ Ï!ÆfÉ³ÙlÄËÕ¬ﬂ4¿fÅdÅ0ÁÄ
tk+1, . . . , t2m ∈ T ×fÀÁ%ÂHÀÏfÍzÂÈMËÅ0É ÂH¿fÄ
Ä=!,ÀÁ%ÂHÀÏfÔÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
t0, . . . , tk
Î]Ïf×ÈMËÅ0É ÄﬃÎ]ÍC¿êÅ]ÂH¿fÄËÎ]Ïf×KÌÄzÂ
xj := w1(tj), j = k + 1, . . . , 2m.
¾¿fÄÏKÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
w(tj) = xj, j = 0, . . . , 2m
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ÀÁËÀÔ0À×MÁÆfÍC¿ ÂH¿Î2ÂÎÁÉÎ]ÌÌsÇlÄË%ÂHÆfËÙÎ2ÂHÀÅ0Ï
x˜j
Å]È~ÂH¿fÄÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÊdÀÄÌ×fÁTÎ ËÀÔ0À×
ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ Î]Ô7Î]ÀÏMfÁÄÄY¾¿fÄÅ0ËÄÉ,Õ('dÕ ,ÕÊﬂ4¿fÅdÅ0ÁÄ~Î.ÇlÄË%ÂHÆfËÙÎ2ÂHÀÅ0ÏTÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿
x˜j = xj, j = 0, . . . , k
x˜j 6= xj, j = k + 1, . . . , 2m.
¾¿fÄÏKÂH¿fÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w2 ∈ Wm Å]È*ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
w(tj) = x˜j, j = 0, . . . , 2m
ÀÁÁÀÉ³ÆfÌnÂCÎ]ÏfÄÅ0ÆfÁÌnÊÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÅ]ÈÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
w(tj) = xj, j = 0, . . . , k,
Î]Ïf×KÀÁ×fÀ£øÄËÄÏ7ÂÈMËÅ0É
w1
Õ
+?ÏÂH¿fÄFÁ%ÂCÎ]ÙfÀÌÀnÂ?ÊﬀÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËHÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ4Å]ÈÂH¿fÀÁ4ÁÄÍzÂHÀÅ0ÏTÂH¿fÄFÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏﬀÏfÅd×fÄÁ
tj
Ð4ÄËÄYÎ]ÁÁÆfÉﬀÄ×
ÂHÅÙlÄb¥*!,Ä×êÐ¿fÀÌÄ¹Ð4ÄÃÐ4ÄËÄÃÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÀÏfÔﬀÇlÄË%ÂHÆfËÙÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁsÅ]ÈUÂH¿fÄÃÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏØ]Î]ÌÆfÄÁ
xj
Õ×+?Ï
ÈÝÎ]ÍzÂrDÂH¿fÄËÄAÀÁÏfÅsÏfÄÄ×~ÂHÅs×fÅsÁÅR]Î]Ïf×ÃÁÀÉﬀÀÌWÎ]Ë$ÂH¿fÄÅ0ËÄÉﬀÁÐÀnÂH¿~ÁÀÉﬀÀÌWÎ]ËlÇfËÅdÅ]ÈMÁÍﬃÎ]ÏÃÙlÄhÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ2ÂHÄ×
ÐÀnÂH¿ËÄÁÇlÄÍzÂYÂHÅTÇlÄË%ÂHÆfËÙÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁpÅ]ÈuÂH¿fÄ.ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏêÏfÅd×fÄÁ
tj
ÈMÅ0ËÞ¥*!,Ä×Å0ËFÄzØ0ÄÏÇlÄË%ÂHÆfËÙlÄ×
ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏØ]Î]ÌÆfÄÁ
xj
Õ
+?Ï~ #
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ÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄËÕ
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ÛÂ¬zªÅ
ÀÁsØ0ÄË%ÊÚÐ4ÄÌÌÁ%ÂHÆf×fÀÄ×PÕ
¡
ÏÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`
ÖsÀÌÙlÄË%ÂFÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÍÅ0ÏfÁÀÁ%ÂHÁ¹Å]È¥Ïf×fÀÏfÔT¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w = u + iv ∈ O(D) ÂH¿fÄ³ËÄﬃÎ]Ì
ÇÎ]Ë%Â
u
Î]Ïf×ÂH¿fÄYÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%ÊﬀÇÎ]Ë%Â
v
Å]È*Ð¿fÀÍC¿ÚÎ]ËÄ¹ÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×êÙ7ÊKÎ]ÏÄ!ÆÎ2ÂHÀÅ0ÏÅ]È*ÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ËÉ
v(t) = f(t, u(t)),
l#fÕA
Ð¿fÄËÄ
f : T×R → R ÀÁ4ÎÃÔ0ÀnØ0ÄÏÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏPÕpÄÇlÄÏf×fÀÏfÔ³Å0ÏÐ¿fÄzÂH¿fÄËÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ4Î]ËÄpÁÅ0ÆfÔ0¿7Â=ÀÏ
H∞ ∩C Å0Ë=ÁÅ0ÉﬀÄ¹ÖpÎ]Ë×,ÊÁÇÎ]ÍÄ ,ÂH¿fÄ¹ËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏNl#fÕAAÀÁ4ËÄ!ÆfÀËÄ×TÂHÅ.¿fÅ0Ì×ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ t ∈ T Å0Ë=Å0ÏfÌnÊ
Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄ.Å0Ï
T
ÕÊ+?ÏKÅ0Ë×fÄËÂHÅÉÎ]Þ]ÄYÂH¿fÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÆfÏfÀ;!ÆfÄ Å0ÏfÄYÈMÆfË%ÂH¿fÄËsÎ]ÁÁÆfÇfÉÃÂHÀÅ0Ï
ÀÁ=Â?ÊdÇfÀÍﬃÎ]ÌÌnÊÀÉﬀÇlÅ0ÁÄ×MfÏÎ]ÉﬀÄÌnÊ
u(0) = λ
l#fÕ


ÐÀnÂH¿Ô0ÀnØ0ÄÏ
λ ∈ R Õ_+?ÏÂH¿fÄêÍÅ0ÆfËÁÄêÅ]È¹Å0ÆfËﬀÐ4Å0ËÞÀnÂﬀÂHÆfËÏfÄ× Å0Æ,ÂﬀÂH¿Î2ÂÅ0ÏfÄKÁÀ×fÄêÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï
×fÅdÄÁFÏfÅ]ÂFÎ]ÌnÐ=ÎﬃÊdÁFÔ0ÆÎ]ËHÎ]Ï7ÂHÄÄÃÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁ¹ÀnÈUÐ4Ä.Î]×fÉﬀÀnÂsÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁsÀÏ
Hp
`?ÁÇÎ]ÍÄÁÕ¹ÑhËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁsÅ]È
ÂH¿fÀÁYÂ?ÊdÇlÄ¿ÎﬃØ0ÄÙlÄÄÏ ÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÄ×aÀÏ ~ '
'A*Ð¿fÄËÄﬀÂH¿fÄﬀÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔTÂH¿fÄÅ0ËÄÉ¶ÀÁ~ÇfËÅ	Ø0Ä× Ù7Ê Î]Ï
Î]ÇfÇfÌÀÍﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏÅ]Èª&dÍC¿Î]Æf×fÄË Á­¥*!,Ä×KÇlÅ0ÀÏ7Â=ÂH¿fÄÅ0ËÄÉKÕh¾¿fÄYÀ×fÄﬃÎ³Å]È*×fÀ£øÄËÄÏ7ÂHÀWÎ2ÂHÀÏfÔÃÂH¿fÄ¹ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê
ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏÎ]Ïf×ÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊÎ]ÇfÇfÌnÊdÀÏfÔÎK¥*!,Ä×ÇlÅ0ÀÏ7ÂÃÂH¿fÄÅ0ËÄÉ ÀÁÃ×fÆfÄÂHÅÚØ0Å0Ï ÓaÅ0ÌnÈMÄËÁ×fÅ0Ë%È
~ 
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f : T × R → R Û[¬ﬀ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅÈÂÚÙÉ]¡ F¬ÈÇH¬z¢©Ý¡Ý£5ÛÂ¬³£]¢ÉÂ¬z©
Û[§2©ËÆbÁf£ Ç[©Ý¡Ý£ ÂMÉ!¬ÈÇ[¡ËÎ2£]©Ý¡ËÎ]¬iÅDÛ[¬Û[§2¥d¢É!¬{É§2¢
T×R. 	 Æ¬z¢ ò Ìﬃ§7ÇY¬H£!¦iÆ λ ∈ R ©ËÆ¬ Ä ¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl ã ¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©
ÁÇH§
ÛÂ¬zª
l#fÕA=l#fÕ


Æf£AÅ¹£.¥d¢¡Ý¤¥¬ÞÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
wλ ∈ H∞∩C
óOÅ
§7ÇH¬C§7Î]¬ÈÇ
ò
©ËÆ¬ÞÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢*ÅÞÅﬃ£]©Ý¡;ÅlÌ=Ù
©ËÆ¬~¡vª¤ÁÂL¡N¦H£]©Ý¡N§2¢
λ ≥ µ ⇒ Rewλ(t) ≥ Rewµ(t) ∀t ∈ T. l#fÕ 5
¡
¥ËÁ%ÂÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀ;ﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏÅ]ÈÂH¿fÀÁÁ%ÂCÎ2ÂHÄÉﬀÄÏ7Â¿Î]ÁÙlÄÄÏÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏfÄ×TÀÏº~ '
A;~ ' -APÈMÅ0ËDMÔ0ÌÅ0ÙÎ]ÌÌnÊR
¡ ÁLl
Å	¦iÆd¡v©ý.¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅÌ[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢*Å
f : T× R → R ÀNÕ Ä]ÕUÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ.ÂH¿fÄYÀÏfÄ!ÆÎ]ÌÀnÂ?Ê
|f(t, u)− f(s, v)| ≤ C(|t− s|+ |u− v|) ∀t, s ∈ T, u, v ∈ R
ÐÀnÂH¿ÁÅ0ÉﬀÄYÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7Â
C > 0
×fÄÇlÄÏf×fÀÏfÔﬀÅ0ÏfÌnÊÅ0Ï
f
Õ
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f : T×R → R Û[¬  ¡ ÁﬁÅ	¦iÆd¡v©ýY¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å
ó
	
Æ¬z¢©ËÆ¬
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©
ÁÇH§
ÛÂ¬zª
l#fÕA=l#fÕ


Æf£AÅÃ£
ãÔ
ÂÉ!¬ÈÇÃ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
wλ
ò
¡
ó
¬
ó
wλ
§
Û[¬ÈÙÅ~©?§
|wλ(t)− wλ(s)| ≤ D|t− s|α ∀t, s ∈ T
Ìﬃ§7ÇÅ	§2ª¬³¦C§2¢*Åz©ï£]¢©ËÅ
D > 0, α ∈ (0, 1)
ó
	
Æd¡;ÅÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢Ú¡;Å~¥d¢¡Ý¤¥¬~¡v¢
H∞
£]¢ÉÅﬃ£]©Ý¡;Å=¬iÅ
λ > µ ⇒ Rewλ(t) ≥ Rewµ(t) ∀t ∈ T.
Õ
¬iÅz¡sÉ!¬iÅ
wλ
©?¬z¢ÉAÅ~¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙ©?§
wµ
¡ Ì
λ→ µ
ó
+ïÂÀÁﬀÂH¿fÄêÔ0Å7Î]ÌsÅ]ÈFÂH¿fÄêÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÁÄÍzÂHÀÅ0ÏfÁÂHÅ ÇfËÅ	Ø0ÄêÂH¿fÄÚÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄÚÅ]ÈYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÐÀnÂH¿fÅ0Æ,Â
¢kÀÇfÁÍC¿fÀnÂ{¹ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏPÕ
|¹J¸º¹ÖXà
²ÐÏTµN·ﬀ»
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½DÎ
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ºÐÎ~½×Î
¾
±³¸
¿­À
¸· ² ®F²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®s½
¿
ú
ââ
²
à
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?FÏÅ0ÆfËFÐ=ÎﬃÊÚÂHÅTÐ4ÄﬃÎ]Þ]ÄÏÂH¿fÄÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿fÏfÄÁÁYÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁ¹Å0ÏÂH¿fÄÔ0ÀnØ0ÄÏÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
Ð4ÄﬀÎ]×fÉﬀÀnÂ
ÀÏÚÂH¿fÀÁFÁÄÍzÂHÀÅ0ÏÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
f
ÐÀnÂH¿ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂFÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂﬃÕÃ¾¿fÄ.À×fÄﬃÎÅ]ÈuÂH¿fÄ³ÇfËÅdÅ]ÈAÅ]È
ÂH¿fÄÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ¾¿fÄÅ0ËÄÉ #fÕ

Õ

ÀÁ~ÂCÎ]Þ]ÄÏ ÈMËÅ0É ~ #R;~ #57=Î]Ïf× ÍÅ0ÏfÁÀÁ%ÂHÁ³ÀÏ Î]ÇfÇfËÅr!,ÀÉÎ2ÂHÀÏfÔÂH¿fÄ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
Ù7ÊÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿TÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÕu¾¿fÄ~ÍÅ0ËËÄÁÇlÅ0Ïf×fÀÏfÔﬀÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂ×3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ
Î]ËÄAÞ!ÏfÅ	ÐÏÃÂHÅs¿ÎﬃØ0Ä=ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ*ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁDÐ¿fÀÍC¿~ÐÀÌÌ0¿fÅ0ÇlÄzÈMÆfÌÌnÊ¹ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄAÂHÅFÎsÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏYÅ]È,ÂH¿fÄ
ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿ﬀÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁAËÀÔ0¿7ÂA¿Î]Ïf×ﬀÁÀ×fÄ]ÕÓaÄsÙlÄÔ0ÀÏÐÀnÂH¿ÎYÌÄÉﬀÉÎFÅ0ÏÂH¿fÄpÎ]ÇfÇfËÅr!,ÀÉÎ2ÂHÀÅ0Ï
Å]È
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f : T×R → R Æf£ Î]¬~¦C§2ª¤Áf£!¦z©Åz¥Á5Á§7Ç[©
ó
	
Æ¬z¢
©ËÆ¬ÈÇH¬¬JÃ0¡;Åz©ËÅÚ£2Ì£]ª.¡ËÂÚÙ {fε : ε > 0} §Ì C∞ l(Ì[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢*Å fε : T × R → R ñh¡v©ËÆ¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙ
Û[§2¥d¢É!¬{ÉÅz¥Á5Á§7Ç[©Êñ"Æd¡N¦iÆÚ¦C§2¢ﬁÎ]¬ÈÇÍ!¬Y¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙ©?§
f
Ìﬃ§7Ç
ε→ 0.
ÑhËÅdÅ]È^Õª+ïÂÁÆ,ÛﬀÍÄÁsÂHÅÁÄzÂ
fε(t, x) :=
∫
R
∫
T
f(t/t′, x− x′)ωε(t′, x′) |dt′|dx′,
Ð¿fÄËÄ
ωε : T× R → R+ ÀÁÎÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿fÀÏfÔ³Þ]ÄËÏfÄÌÅ]ÈUÍÌWÎ]ÁÁ C∞ ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ
ÁÆfÇfÇ
ωε ⊂ {(t, x) ∈ T× R : | arg t| ≤ ε, |x| ≤ ε}
Î]Ïf× ∫
R
∫
T
ωε(t, x) |dt|dx = 1.
¾¿fÄÏ {fε : ε > 0} ÀÁÎ³ÈÝÎ]ÉﬀÀÌnÊÐÀnÂH¿KÎ]ÌÌP×fÄÁÀËÄ×KÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁfÍzÈ^ÕÞ~ #RÈ;~ #57kÈMÅ0Ë×fÄzÂCÎ]ÀÌÁÕ
sÅ	Ð Ð4ÄÍÅ0ÉﬀÄÃÂHÅÂH¿fÄÎ]ÏfÏfÅ0ÆfÏfÍÄ×Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄﬀÎ]Ïf×ÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁYÁ%ÂCÎ2ÂHÄÉﬀÄÏ7Â¹ÈMÅ0ËFÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁFÅ]È
3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÕ
#
#
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f : T × R → R Æf£ Î]¬Ú¦C§2ª¤Áf£!¦z©Åz¥Á5Á§7Ç[©
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¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©ÁÇH§
ÛÂ¬zª
l#fÕA=l#fÕ


Æf£AÅ£¥d¢¡Ý¤¥¬2Å	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
wλ
¡v¢
H∞
ñ"Æd¡N¦iÆ
Åﬃ£]©Ý¡;Å=¬iÅ
λ > µ ⇒ 3Ä wλ(t) > 3Ä wµ(t) Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T. l#fÕ #n
ÑhËÅdÅ]È^Õ¢kÄzÂ {fε : ε > 0} ÙlÄFÂH¿fÄ¹ÈÝÎ]ÉﬀÀÌnÊÅ]È*ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ=×fÄÁÍËÀÙlÄ×KÀÏ¢kÄÉﬀÉÎy#fÕ  Õ0Õ ¡ ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔ
ÂHÅ¾¿fÄÅ0ËÄÉ]#fÕ0Õ¹ÂH¿fÄÜ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ
v(t) = fε(t, u(t))
u(0) = λ
¿ÎﬃØ0ÄKÆfÏfÀ;!ÆfÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁﬀÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ
wελ.
&dÀÏfÍÄTÂH¿fÄTÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
fε
¿ÎﬃØ0ÄKÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊaÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×
ÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂÐ4Ä~ÍﬃÎ]Ï9¥Ïf×
R > 0
ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
ÁÆfÇfÇ
fε ⊂ T× [−R,R].
+ïÈ |λ| ≥ R ÂH¿fÄÁÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁUÎ]ËÄ wελ ≡ λ
Î]Ïf×
wλ = limε→0 w
ε
λ ≡ λ
ÀÁhÎ¹ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï³Å]Èl#fÕA=l#fÕ

[Õ
?pÂH¿fÄË%ÐÀÁÄ2l#fÕ 5AÊdÀÄÌ×fÁ
|uελ(t)| ≤ R.
&dÀÏfÍÄ
|vελ(t)| ≤ max
x∈R
|fε(t, x)| < C
Ð¿fÄËÄ
C
×fÅdÄÁÏfÄÀnÂH¿fÄË×fÄÇlÄÏf×úÅ0Ï
ε
ÏfÅ0Ë
t,
ÂH¿fÄêÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%ÊÇÎ]Ë%ÂHÁ
vελ
Î]ËÄÚÎ]ÌÁÅaÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊ
ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×PÕ ﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ
ÂH¿fÄêÁÄzÂ {wελ : ε > 0}
ÀÁÎÏfÅ0ËÉÎ]ÌÈÝÎ]ÉﬀÀÌnÊÎ]Ïf× Ù7ÊÜKÅ0Ï7ÂHÄÌ Á
ÂH¿fÄÅ0ËÄÉ Ð4Ä~ÍﬃÎ]Ï¥Ïf×êÎÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
wεnλ
ÐÀnÂH¿
limn→∞ εn = 0
ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÀÏfÔﬀÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂHÌnÊﬀÂHÅﬀÁÅ0ÉﬀÄ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
wλ ∈ H∞. Ó ¿fÀÌÄÐl#fÕ  =ÀÁÅ0Ù7ØdÀÅ0ÆfÁsÀnÂÂCÎ]Þ]ÄÁpÁÅ0ÉﬀÄ¹Ð4Å0ËÞÂHÅﬀÇfËÅ	Ø0ÄYÂH¿Î2Â wλ ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
ÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï¨l#fÕA[ÕxÀ©!
δ > 0
Î]Ïf×KÍÅ0ÏfÁÀ×fÄË=ÂH¿fÄYÁÆfÙfÁÄzÂHÁpÅ]È
T× C
P δ = {(t, x+ À f(t, x) + iδ) : t ∈ T, x ∈ [−R,R]}
Qδ = {(t, x+ À f(t, x)− iδ) : t ∈ T, x ∈ [−R,R]}
Sδ = {(t, R + À x) : t ∈ T, x ∈ [−δ, δ]}
T δ = {(t,−R + À x) : t ∈ T, x ∈ [−δ, δ]}.
¾¿fÄÀËﬀÆfÏfÀÅ0Ï
M δ := P δ ∪ Qδ ∪ Rδ ∪ Sδ ⊂ T × C MÁÄÄNxÀÔ0ÆfËÄB#fÕA.ÀÁÎaÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ
ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×PÕ"AÊÂH¿fÄYÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉ ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÏfÍÄÃÅ]È
fεn
ÂHÅ
f
Ð4Ä~¿ÎﬃØ0Ä
wεnλ (t) ∈ Aδt ∀t ∈ T
ÈMÅ0Ë
Aδt := {z ∈ C : (t, z) ∈ intM δ}
Î]Ïf×ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊTÌWÎ]ËÔ0Ä
n.
¾¿!ÆfÁ
wεnλ
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0Á=ÂHÅ
A
δ := {w ∈ H∞ : w(t) ∈ Aδt
Î,Õ Ä]ÕhÅ0Ï
T}.
AÊ¢kÄÉﬀÉÎ
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wλ
Î]ÌÁÅ.ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0Á=ÂHÅ
Aδ
ÀNÕ Ä]ÕhÀnÂÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
wλ(t) ∈ Aδt
Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï
T.
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R
T δ S
δ
Qδ
P δ
åæ
f(t, .)fεn(t, .)
−R
wεn(t)
ç è
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ0ÕŁf¾¿fÄpÁÄzÂ
M δ
ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÀÏfÔYÂH¿fÄpÔ0ËHÎ]Çf¿fÁAÅ]È
fεn(t, .)
Î]Ïf×
f(t, .)
Î]ÙlÅ	Ø0ÄsÂH¿fÄÀËAÁÆfÇfÇlÅ0Ë%Â
&dÀÏfÍÄ
δ > 0
ÀÁÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%ÊÐ4ÄÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄTÂH¿Î2Â
wλ(t)
ÌÀÄÁÎ]ÌÉﬀÅ0Á%Â³ÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄêÅ0ÏÂH¿fÄÍÆfË%Ø0Ä
{x+ À f(t, x) : x ∈ R} Î]Ïf×ÂH¿fÀÁÉﬀÄﬃÎ]ÏfÁÂH¿Î2Âl#fÕA4¿fÅ0Ì×fÁÕ
¾¿fÄ¹ËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏNl#fÕ #nAÍﬃÎ]ÏÙlÄ¹ÄÁ%ÂCÎ]ÙfÌÀÁ¿fÄ×TÙ7ÊÉﬀÄﬃÎ]ÏfÁÅ]ÈÂH¿fÄpÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÃÍC¿Î]ÀÏTÅ]È*ÀÉﬀÇfÌÀÍﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁŁ
λ > µ
(4.3)⇒ uελ(t) ≥ uεµ(t) ∀t ∈ T, ε > 0
⇒ uελ(z) ≥ uεµ(z) ∀z ∈ D, ε > 0
⇒ uλ(z) ≥ uµ(z) ∀z ∈ D
⇒ uλ(t) ≥ uµ(t) Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T.
&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄ.ÂH¿Î2Â¹Ä!ÆÎ]ÌÀnÂ?ÊÚ¿fÅ0Ì×fÁFÅ0ÏÎTÁÆfÙfÁÄzÂ
T ⊂ T Å]ÈAÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä.ÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄ]ÕÃ¾¿fÄÏÐ4Ä¥Ïf×ÈMÅ0Ë
ÂH¿fÄYÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%ÊﬀÇÎ]Ë%ÂHÁ
vλ(t) = f(t, uλ(t)) = f(t, uµ(t)) = vµ(t)
Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï
T,
ÁÅÂH¿Î2Â
wλ(t)
Î]Ïf×
wµ(t)
ÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄÅ0Ï ÎÁÆfÙfÁÄzÂÅ]È³ÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0ÄÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄ]ÕAÊ ÂH¿fÄ ¢kÆfÁÀÏ`
ÑhËÀnØ]Î]ÌÅ	ØÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁFÂH¿fÄÅ0ËÄÉÂH¿fÀÁpÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
wλ(z) ≡ wµ(z) øÀÏÚÇÎ]Ë%ÂHÀÍÆfÌWÎ]Ë λ = Rewλ(0) =
Rewµ(0) = µ
,Ð¿fÀÍC¿KÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÁÅ0ÆfËÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁÕ
+ïÂsËÄÉÎ]ÀÏfÁÂHÅÇfËÅ	Ø0ÄÃÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁÕÞ¢kÄzÂ
w1, w2 ∈ H∞ ÙlÄYÂ?Ð4ÅÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÅ]È×l#fÕA=l#fÕ  [Õ×?FÏ
R+
Ð4ÄYÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ω(δ) := sup
|t−t′|2+|x−x′|2<δ2
|f(t, x)− f(t′, x′)|.
+ïÂpÀÁsÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁøÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä¹ÈMÅ0Ë
δ > 0
ÂHÄÏf×fÁpÂHÅ
0
Î]Á
δ > 0
ÂHÄÏf×fÁpÂHÅ
0
øÎ]Ïf×KÐÀÌÌkÙlÄÃËÄzÈMÄËËÄ×
ÂHÅﬀÎ]ÁÂH¿fÄ
ª§rÉ]¥Â¬³§Ì³¦C§2¢©Ý¡v¢¥d¡v©sÙ
Å]È
f.
xÅ0Ë
w := w1 − w2 ∈ H∞ Ð4Ä¥Ïf×
| +?É w(t)| = | +?É w1(t)− +?É w2(t)| = |f(t, 3Ä w1(t))− f(t, 3Ä w2(t))|
≤ ω(| 3Ä w1(t)− 3Ä w2(t)|) = ω(| 3Ä w(t)|) Î,Õ Ä]ÕhÅ0Ï T
#5
ÑÒqÒÓ
uQj;mlÕimIq
p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo
ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
w(t)
ÌÀÄÁÎ]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄÃÀÏTÂH¿fÄYÁÄzÂ
S := S1 ∪ S2 MÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ#fÕ  AÐÀnÂH¿
S1 := {z ∈ C : | +?É z| ≤ ω( 3Ä z), 3Ä z ≥ 0, |z| ≤ ‖w‖∞}
S2 := {z ∈ C : | +?É z| ≤ ω(− 3Ä z), 3Ä z ≤ 0, |z| ≤ ‖w‖∞}.
S2
−ω(δ)
Ù9Ú
Û Ü
‖w‖∞D
ω(−δ)
S1
ω(δ)
−ω(−δ)
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ

ÕŁ¾¿fÄY×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
S = S1 ∪ S2 Ô0ÄÏfÄËHÎ2ÂHÄ×KÙ7ÊTÂH¿fÄYÉﬀÅd×fÆfÌÄFÅ]ÈÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?Ê ω
¾¿fÄÎ]ÇfÇfÌÀÍﬃÎ2ÂHÀÅ0Ï Å]È¤¢kÄÉﬀÉÎ

Õ ,Õ #ÚÂHÅÚÂH¿fÄ×fÅ0ÉÎ]ÀÏfÁ
S ∪ {z ∈ ‖w‖∞D : Im z < 0} Î]Ïf×
S ∪ {z ∈ ‖w‖∞D : Im z > 0} ÊdÀÄÌ×fÁ w(D) ⊂ S. 4ÄÍﬃÎ]ÆfÁÄ~Å]ÈÂH¿fÄ §iÁ¬z¢Úªﬀ£=Á5Ál¡v¢ÍÁÇ[¡v¢ø¦z¡ ÁÂ¬ w
ÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]ÂpÂCÎ]Þ]Ä³Å0Ï
0
MÆfÏfÌÄÁÁpÀnÂsØ]Î]ÏfÀÁ¿fÄÁFÀ×fÄÏ7ÂHÀÍﬃÎ]ÌÌnÊRÎ]Ïf×ÚÁÀÏfÍÄ
w(D)
ÀÁpÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×ÀnÂpÀÁpÄzØ0ÄÏ
ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÄ×ÀÏ.ÄÀnÂH¿fÄËhÅ]È
S1\{0} Î]Ïf× S2\{0}. $¹Å0ÀÏfÔFÙÎ]ÍCÞÃÂHÅFÂH¿fÄÆfÏfÀnÂhÍÀËÍÌÄ4Ð4ÄÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄ=ÂH¿Î2Â
w(T)
ÀÁsÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÄ×ÚÀÏêÄ=!fÎ]ÍzÂHÌnÊKÅ0ÏfÄ~Å]ÈUÂH¿fÄÃÁÄzÂHÁ
S1
Å0Ë
S2.
ﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ
3Ä
w
¿Î]ÁpÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7Â
ÁÀÔ0ÏÅ0Ï
T
Î]Ïf×
0 =
3Ä
w(0) =
∫
T
3Ä
w(t) |dt|
ÀÉﬀÇfÌÀÄÁÂH¿Î2Â 3Ä
w(t) = 0
Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂhÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄ Å0Ï
T
Î]Ïf×ﬀ¿fÄÏfÍÄ3Ä
w1(t) =
3Ä
w2(t)
Î]ÌÉﬀÅ0Á%Â
ÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄÃÐ¿fÀÍC¿KÀÉﬀÇfÌÀÄÁ4Ù7Ê¨l#fÕAAÂH¿Î2Â
w1
Î]Ïf×
w2
ÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄ]Õ
¡
ÏaÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄÁ¿fÅ	ÐÁ~ÂH¿Î2Â~ÂH¿fÄËÄÎ]ËÄﬀÀÏÈÝÎ]ÍzÂÃÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁFÐÀnÂH¿aÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁYÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
ÐÀnÂH¿
ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂpÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂpÐ¿fÀÍC¿Î]×fÉﬀÀnÂsÏfÅÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏKÀÏ
H∞ ∩ C Õ&dÆfÍC¿Î]ÏÚÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄ~ÀÁsÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏfÄ×êÀÏ
ÉﬀÅd×fÀnÈvÊdÀÏfÔÎ]ÏÚÎ]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏTÈMËÅ0É·~ '7# ÁÄË%ØdÀÏfÔﬀÂH¿fÄ~ÁHÎ]ÉﬀÄ~ÇfÆfËÇlÅ0ÁÄYÈMÅ0ËÍÀËÍÆfÌWÎ]ËËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0Ï
ÍÆfË%Ø0ÄÁÕ,¢kÄzÂ
w
ÙlÄKÂH¿fÄÚÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔÈMËÅ0É¼ÁÄÍzÂHÀÅ0Ï

Õ ÐÀnÂH¿ÂH¿fÄêÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁN

Õ -5
Î]Ïf×ÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËpÂH¿fÄ.×fÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ew = eu+
ä
v.
&dÀÏfÍÄ |ew| = eu Î]Ïf× arg ew = v ÀnÂHÁ
ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊØ]Î]ÌÆfÄÁ
ew(t)
ÌÀÄ¹Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄ³Å0ÏTÂH¿fÄYËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÍÆfË%Ø0ÄÁ
Mt := (−∞,−eu(t)] ∪ {z ∈ C : |z| = eu(t), +?É z ≥ 0} ∪ [eu(t),∞).
¾¿fÄ.ÆfÏ!ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÚÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M :=
⋃
t∈T{t} ×Mt
ÍﬃÎ]ÏÙlÄ.ÇÎ]ËHÎ]ÉﬀÄzÂHÄËÀ;Ä×ÚÙ7ÊêÂH¿fÄ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f : T×R → R ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ x+ À f(t, x) ∈Mt ∀t ∈ T, x ∈ R. &dÀÏfÍÄ eu ÀÁUÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ
f
ÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁpÎ]ÁÐ4ÄÌÌÎ]Ïf×K¿Î]ÁÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×êÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂﬃÕ4ÖsÄÏfÍÄ
ew
ÀÁÎ×fÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿
+?É
ew(t) = f(t,
3Ä
ew(t))
Î,Õ Ä]ÕhÅ0Ï
T,
Ð¿fÄËÄ
f
ÀÁÁÆfÙn@ÄÍzÂsÂHÅ.ÂH¿fÄYÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁÅ]È¾¿fÄÅ0ËÄÉ]#fÕ

Õ

Õ
#n
ÑÒqÒÓ
uQj;mlÕimIq
p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo
|¹Jùº¹ÖXà
²ÐÏTµN·ﬀ»
¿
´
À
½DÎÝÏ²Nú±³¸·¹¸
à1À
ºÐÎ~½×Î
¾
±³¸
¿­À
¸·
+?ÏﬀÂH¿fÀÁuÁÄÍzÂHÀÅ0ÏﬀÐ4ÄpÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÄÂH¿fÄsÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÀÌÀnÂ?ÊÃÅ]ÈøÂH¿fÄsÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂÊ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂhÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÈMÅ0Ë
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ4ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
ÐÀnÂH¿ÇlÅ0ÁÁÀÙfÌnÊ.ÆfÏ!ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×TÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂﬃÕh¾¿fÄpÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄFÍﬃÎ]ÏÙlÄ
ÇfËÅ	Ø0Ä×ÀÏTÎ³ÁÀÉﬀÀÌWÎ]ËUÐ=ÎﬃÊTÎ]Á=ÀÏT¾¿fÄÅ0ËÄÉ #fÕ

Õ

Õ?FÆfË=ËÄzÈMÄËÄÏfÍÄFÈMÅ0ËAÂH¿fÄFÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ~Á%ÂCÎ2ÂHÄÉﬀÄÏ7ÂHÁ
ÀÁD~ #57NÕ
éêëë|ìØî Mîsïn
¬z©
f : T×R → R Û[¬~¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅY£]¢ÉÐÛ[§2¥d¢É!¬{É
ó
	
Æ¬z¢K©ËÆ¬ÈÇH¬F¡;ÅY£Å	¬H¤¥¬z¢ø¦C¬
fn : T×R → R §Ì¤Åzª§	§2©ËÆÌ[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢*ÅDñh¡v©ËÆÚ¦C§2ª¤Áf£!¦z©"Åz¥Á5Á§7Ç[©¦C§2¢ﬁÎ]¬ÈÇÍ]¡v¢Í©?§ f ¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙ§2¢
¬ÈÎ]¬ÈÇ=Ù¦C§2ª¤Áf£!¦z©Åz¥RÛ=Å	¬z©¹§Ì
T × R Åz¥¦iÆ©ËÆf£]©p©ËÆ¬Åz¥ÁLl?¢ø§7Ç[ªÅ§Ì£ ÂËÂ fn £]¢É f £ ÇH¬ﬀ¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙ
Û[§2¥d¢É!¬{ÉÛÙ£¦C§2¢*Åz©ï£]¢©
C > 0
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õª¢kÄzÂ
ωn : T×R → [0, 1] ÙlÄ¹Î.ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ=ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿TÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂsÎ]Ïf×TÁÆfÍC¿
ÂH¿Î2ÂÈMÅ0Ë=ÂH¿fÄYËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏTÂHÅ
T× [−n, n] ¿fÅ0Ì×fÁ
ωn|(T× [−n, n]) ≡ 1.
¾¿fÄÏ
gn := fωn
ÀÁhÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ!¿Î]ÁuÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂuÁÆfÇfÇlÅ0Ë%Âr!ÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄÁUÐÀnÂH¿
f
Å0Ï
T× [−n, n] Î]Ïf×
‖gn‖∞ ≤ ‖f‖ Õ ¡ ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔﬀÂHÅÐ¢kÄÉﬀÉÎ#fÕ  Õ
fÈMÅ0Ë¥*!,Ä× n ∈ N ÂH¿fÄËÄ~ÀÁÎÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ (gnm)m≥1
Å]ÈhÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁsÐÀnÂH¿KÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂpÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂFÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÀÏfÔÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊÂHÅ
gn
Î]Á
m → ∞ Õ=ÓaÄ
ÍﬃÎ]ÏÁÆfÇfÇlÅ0ÁÄKÂH¿Î2Â ‖gnm‖∞ ≤ ‖gn‖∞ + 1 ÈMÅ0ËﬀÎ]ÌÌ m ∈ N Õ¾¿fÄÏÂH¿fÄ×fÀWÎ]Ô0Å0ÏÎ]Ì=ÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
fn := gnn
ÐÀÌÌP¿ÎﬃØ0ÄYÂH¿fÄ¹×fÄÁÀËÄ×êÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁÎ]Ïf×Ð4ÄYÍﬃÎ]ÏKÍC¿fÅdÅ0ÁÄ
C := ‖f‖∞ + 1 Õ

êAêë~î Mî;í
¬z©
f : T × R → R Û[¬K¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å£]¢ÉºÛ[§2¥d¢É!¬{É ò £]¢ÉNÂ¬z© p ∈ [1,∞)
ó
	
Æ¬z¢
ò
Ìﬃ§7ÇÃ£ ÂËÂ
λ ∈ R ò ©ËÆ¬ Ä ¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl ã ¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©MÁÇH§
ÛÂ¬zª l#fÕA ò l#fÕ   Æf£AÅÃ£Å	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢ wλ ¡v¢ Hp
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕÓaÄÂCÎ]Þ]ÄÚÎÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
(fn)
Å]ÈFÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
fn : T × R → R ÐÀnÂH¿ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ
ÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂﬀÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÀÏfÔÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊÂHÅ
f
Å0ÏÄﬃÎ]ÍC¿ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ.ÁÆfÙfÁÄzÂÅ]È
T × R Î]Á.×fÄÁÍËÀÙlÄ×ÀÏ
¢kÄÉﬀÉÎy#fÕ ,Õ0Õ
¡
ÌÌdÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
fn
ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊÃÂH¿fÄsÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁhÅ]Èø¾¿fÄÅ0ËÄÉÜ#fÕ0ÕÁÅYÂH¿Î2ÂhÂH¿fÄËÄÄ=!,ÀÁ%ÂuÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
wn = un +
À
vn ∈ H∞ ∩ C ÐÀnÂH¿
vn(t) = fn(t, un(t)) ∀t ∈ T, Î]Ïf× un(0) = λ.
&dÀÏfÍÄ
wn(t)
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁsÂHÅﬀÂH¿fÄ³Á%ÂHËÀÇ
S := {z ∈ C : |Im z| ≤ C} ÈMÅ0ËFÎ]ÌÌ t ∈ T lÂH¿fÄÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
wn ∈ H∞ ÉÎ]ÇÂH¿fÄ.Ð¿fÅ0ÌÄ×fÀÁÞÚÀÏ7ÂHÅTÂH¿Î2Â~Á%ÂHËÀÇPÕÐAÊÜKÅ0Ï7ÂHÄÌ Á~¾¿fÄÅ0ËÄÉBkÂH¿fÄÈÝÎ]ÉﬀÀÌnÊ (wn)
ÀÁÏfÅ0ËÉÎ]Ì=Î]Ïf×ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁ.ÂH¿!ÆfÁÎÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
wnk
ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÀÏfÔÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂHÌnÊ ÄÀnÂH¿fÄË.ÂHÅÁÅ0ÉﬀÄ
¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
wλ = uλ + ivλ
Å0Ë4ÂHÅ ∞ Õ4Æ,Â=ÂH¿fÄ¹ÌWÎ2ÂÂHÄË4ÀÁ=Ä=!,ÍÌÆf×fÄ×KÁÀÏfÍÄ |wn(0)| ≤
|un(0)|+ |vn(0)| ≤ |λ|+C Õ"?FÙ7ØdÀÅ0ÆfÁÌnÊ
 wλ(D) ⊂ S Î]Ïf×.ÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄ wλ ∈ Hp ÈMÅ0Ë 1 ≤ p <∞ Õ
+ïÂËÄÉÎ]ÀÏfÁ=ÂHÅ.Ø0ÄËÀnÈvÊÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏPÕªxÅ0Ë
δ > 0
ÁÄzÂ
P δ := {(t, x + if(t, x) + iδ) : t ∈ T, x ∈ [−1/δ, 1/δ]}
Qδ := {(t, 1/δ + iy) : t ∈ T, y ∈ (f(t, 1/δ) + δ, C)}
Rδ := {(t,−1/δ + iy) : t ∈ T, y ∈ (f(t,−1/δ) + δ, C}
Sδ := T× ((iC + (1/δ,∞)) ∪ (iC + (−∞,−1/δ))).
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fεn(t, .)
Sδ
Rδ Qδ
åæ
P δ
−2iC
ç è
f(t, .)
1/δ
−1/δ
2iC
− Þ C
Þ C
wεn(t)
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ ,ÕŁf¾¿fÄYÁÄzÂ
M δ
×fÀnØdÀ×fÀÏfÔ
T× C ÀÏ7ÂHÅ.Â?Ð4ÅﬀÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÏfÄÏ7ÂHÁ
¾¿fÄÏ
M δ := P δ ∪Qδ ∪Rδ ∪Sδ MÁÄÄ¤xÀÔ0ÆfËÄ×#fÕ 5U×fÀnØdÀ×fÄÁ T×C ÀÏ7ÂHÅ¹Â?Ð4Å³ÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×ÍÅ0É`
ÇlÅ0ÏfÄÏ7ÂHÁÕxÅ0ËuÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊﬀÌWÎ]ËÔ0Ä
n
ÂH¿fÄpÀÉÎ]Ô0ÄÅ]È
fn
ÌÀÄÁuÍÅ0ÉﬀÇfÌÄzÂHÄÌnÊ³ÀÏÂH¿fÄpÌÅ	Ð4ÄËuÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÏfÄÏ7Âr
ÀNÕ Ä]ÕUÂH¿fÄYÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÏfÄÏ7ÂÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÀÏfÔ
T× {−2iC} ÕuÖsÄÏfÍÄYÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×K¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍsÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
gn(z) := 1/(wn(z)− 2iC)
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0Á=ÂHÅ.ÂH¿fÄYÁÄzÂ
A
δ := {w ∈ H∞ : w(t) ∈ intN δt
Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï
T}
Ð¿fÄËÄ
N δt := {z : (t, z) ∈ N δ}, N δ := {(t, 1/(z − 2iC)) : (t, z) ∈M δ} ∪ T× {0}.
N δ
ÀÁÎ.ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×Md¿fÄÏfÍÄ¢kÄÉﬀÉÎ

Õ ,Õ .ÀÉﬀÇfÌÀÄÁAÂH¿Î2ÂsÎ]ÌÁÅ
gλ(z) := 1/(wλ(z)− 2iC) = lim
k→∞
gnk(z)
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁpÂHÅ
A
δ Õyﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ
kÂH¿fÄ.ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊêØ]Î]ÌÆfÄÁFÅ]È wλ
Î]ËÄ.Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂFÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄﬀÀÏÚÂH¿fÄ
ÌÅ	Ð4ÄËÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÏfÄÏ7ÂÅ]È
T× C \M δ ÕÊ¢kÄzÂÂHÀÏfÔ δ → 0 Ð4ÄÃÎ]ËËÀnØ0ÄYÎ2Â
vλ(t) ≤ f(t, uλ(t)) Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T.
¾¿fÄÀÏ7Ø0ÄËÁÄTÀÏfÄ!ÆÎ]ÌÀnÂ?ÊÙlÄÀÏfÔÎ]ÏÎ]ÌÅ0Ô0Å0ÆfÁ*Ð4ÄT¿ÎﬃØ0ÄÁ¿fÅ	ÐÏÂH¿Î2ÂÃÂH¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊaÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁ
¿fÅ0Ì×fÁ=ÈMÅ0Ë
wλ
Õ
ÓaÄËÄÉÎ]ËÞÂH¿Î2ÂÃÂH¿fÄTÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏÂH¿Î2Â
f
ÀÁÃÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ³ÀÏ ¾¿fÄÅ0ËÄÉ#fÕ ,Õ

ÍﬃÎ]Ï Á%ÂHÀÌÌuÙlÄ
Ð4ÄﬃÎ]Þ]ÄÏfÄ× ÁÌÀÔ0¿7ÂHÌnÊ0Õ ÓaÄaÁ¿Î]ÌÌYÍﬃÎ]ÌÌ
f
Ál¡N¬C¦C¬Èñh¡;Å	¬ ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å
¹ÀnÈ³ÂH¿fÄËÄaÄ=!,ÀÁ%ÂHÁÚÎ¥ÏfÀnÂHÄÁÄzÂ
{t1, . . . , tn ≡ t0} ⊂ T Å]ÈYÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÌWÎ]ÙlÄÌÄ×ÀÏÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÍÌÅdÍCÞ7ÐÀÁÄÅ0Ë×fÄËÁÆfÍC¿úÂH¿Î2ÂÂH¿fÄÚËÄ=`
Á%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏfÁ4Å]È
f
ÂHÅ
(tk−1, tk)×R Ä=!dÂHÄÏf×TÂHÅ³ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ4ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ=Å0Ï [tk−1, tk]×R
ÈMÅ0ËFÄﬃÎ]ÍC¿
k = 1, . . . , n
Õ~ÖsÄËÄ
(tk−1, tk)
Î]Ïf×
[tk−1, tk]
×fÄÏfÅ]ÂHÄ³ÂH¿fÄ.Å0ÇlÄÏÎ]Ïf×ÚÂH¿fÄ.ÍÌÅ0ÁÄ×Å0ËÀ©`
ÄÏ7ÂHÄ×ÁÆfÙÎ]ËÍ¹Å]È
T
ÈMËÅ0É
tk−1
Î]Ïf×
tk
,ËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ0ÕhÓaÄFÍﬃÎ]ÌÌ {t1, . . . , tn} ÂH¿fÄ ¬JÃd¦C¬dÁl©Ý¡N§2¢l£ Â1Å	¬z©
Å]È
f
Õ
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
-Lzlì2ßî Mî 
¬z©
f : T × R → R Û[¬yÁl¡N¬C¦C¬Èñh¡;Å	¬ê¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å ò Û[§2¥d¢É!¬{É ò £]¢É¨Â¬z© p ∈
[1,∞)
ó
	
Æ¬z¢
ò
Ìﬃ§7ÇY£ ÂËÂ
λ ∈ R ò ©ËÆ¬ Ä ¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl ã ¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©ÁÇH§
ÛÂ¬zª l#fÕA ò l#fÕ   Æf£AÅ~£Å	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢ wλ
¡v¢
Hp
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ ¾¿fÄêÇfËÅdÅ]ÈFËÄ!ÆfÀËÄÁÅ0ÏfÌnÊÉﬀÀÏfÅ0Ë.ÉﬀÅd×fÀ¥ÍﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ.Å]ÈpÂH¿fÄêÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔaÅ0ÏfÄ]Õú¾¿fÄêÅ0ÏfÌnÊ
×fÀ£øÄËÄÏfÍÄ~ÀÁÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ~ÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
fn : T× R → R Å]ÈUÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿TÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ¿Î]ÁÂHÅﬀÙlÄ~ÍC¿fÅ0ÁÄÏêÂHÅ
ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄYÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊ³ÂHÅ
f
Å0ÏTÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ=ÁÆfÙfÁÄzÂHÁÅ]È
(T \ {t1, . . . , tn})×R dÐ¿fÄËÄ {t1, . . . , tn}
ÀÁ³ÂH¿fÄÄ=!,ÍÄÇ,ÂHÀÅ0ÏÎ]Ì=ÁÄzÂﬀÅ]È
f
Õ
¡
ÌÁÅÂH¿fÄ×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÀÅ0ÏÅ]È
M δ
¿Î]Á³ÂHÅÙlÄÍC¿Î]ÏfÔ0Ä×ÀÏÅ0Ë×fÄË.ÂHÅ
Î]ÁÁÆfËÄ~ÂH¿Î2Â
N δ
ÀÁsÎÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁsËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏKÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×PÕ¢kÄzÂ
ωδ : T → [0, 1] ÙlÄÃÎÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ
ωδ(t) = 1 ∀t ∈ T : |t− tk| ≥ δ ÈMÅ0Ë k = 1, . . . , n
Î]Ïf×
ωδ(t) = 0 ∀t ∈ T : |t− tk| ≤ δ/2 ÈMÅ0ËÁÅ0ÉﬀÄ k ∈ {1, . . . , n}.
¾¿fÄÏ
M δ := {(t, w) : w = (z − iC)ωδ(t) + iC, (t, z) ∈ P δ ∪Qδ ∪ Rδ ∪ Sδ}
ÐÀÌÌø×fÅfÕ
+ïÂuÀÁhÎ¹ÁÆfËÇfËÀÁÀÏfÔ¹ÈÝÎ]ÍzÂhÂH¿Î2ÂUÂH¿fÄsÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁhÅ]Èl¾¿fÄÅ0ËÄÉÜ#fÕ ,Õ

Î]ËÄÏfÅ]ÂhÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂAÂHÅ¹Ô0ÆÎ]Ë`
Î]Ï7ÂHÄÄﬀÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁÕT¾¿fÄÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔTÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄ.ÐÀÌÌUÇfËÅ	ØdÀ×fÄﬀÆfÁ~ÄzØ0ÄÏaÐÀnÂH¿aÎÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
Å]ÈuÍÌWÎ]ÁÁ
C∞
ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2ÂpÂH¿fÄy3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉl#fÕA=l#fÕ

¿Î]ÁsÂ?Ð4ÅT×fÀnÈ`
ÈMÄËÄÏ7ÂsÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÕ
¾*Å¹ÂH¿fÀÁUÄÏf×ﬀÌÄzÂ
g : R → R ÙlÄÎ¹ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿.ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ﬀÅd×f×.ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï³ÐÀnÂH¿ﬀÎFÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0ÄÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×
×fÄËÀnØ]Î2ÂHÀnØ0Ä]ÕUÓaÄYÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÂH¿fÄY×fÅ0ÉÎ]ÀÏfÁ
S1 := {z = x+ iy ∈ C : |y − g(x)| < 1}, S2 := {z : z ∈ S1}.
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ReS
t
Im
t 7→ g2(t)
t 7→ g1(t) âââââââââââââââââââââââââ
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g1(t)
S1
S2
g2(t)
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ #fÕŁf¾¿fÄ~ÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌøÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ0Á=Å0Ï7ÂHÅÂH¿fÄYÁ%ÂHËÀÇfÁ
S1
Î]Ïf×
S2
¾¿fÄYÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌPÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ0Á
g1 : S → S1  g2 : S → S2 ÈMËÅ0É ÂH¿fÄYÁ%ÂHËÀÇ
S := {z ∈ C : |Im z| < 1}
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Å0Ï7ÂHÅ
S1
Î]Ïf×
S2
fËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ
$ÏfÅ0ËÉÎ]ÌÀ;Ä×Ù7Ê
gk(−∞) = −∞, gk(+∞) = +∞, gk(0) = 0 (k = 1, 2),
Î]ËÄ~Î]ÌÁÅ.Åd×f×êÎ]Ïf×Å0ÙlÄzÊÂHÅ.ÂH¿fÄYÁ%ÊdÉﬀÉﬀÄzÂHË%ÊTËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï
g1(z) = g2(z), z ∈ S, l#fÕ('

ÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ#fÕ #fÕh¾¿fÄ~ÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁÅ]È
g
ÀÉﬀÇfÌnÊﬀÂH¿Î2Â
0 < arg g′1(z) <
pi
2
Î2Â¥ËÁ%ÂYÅ0ÏÂH¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊÚÅ]È
S
Î]Ïf×ÂH¿fÄÏMÙ7ÊÚÂH¿fÄÉÎA!,ÀÉ³ÆfÉ Î]Ïf×ÉﬀÀÏfÀÉ³ÆfÉÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄÁpÈMÅ0Ë
¿Î]ËÉﬀÅ0ÏfÀÍYÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁøÈMÅ0ËFÎ]ÌÌ
z ∈ S Õ+ïÈ z1, z2 ∈ S Î]ËÄ~Â?Ð4ÅTÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁpÐÀnÂH¿ x = Re z1 = Re z2 
Ð4Ä~Ô0ÄzÂ
Re g1(z1)− Re g1(z2) = −Re
∫ z2
z1
g′1(z) dz =
∫ Im z2
Im z1
Im g′1(x+ iy) dy > 0
ÀnÈ
Im z1 < Im z2
Õu¾*Å0Ô0ÄzÂH¿fÄËÐÀnÂH¿|l#fÕ('
AÂH¿fÀÁ=ÊdÀÄÌ×fÁ
Re g2(z) = Re g1(z) > Re g1(z)
ÀnÈ
Im z > 0,
Re g2(z) = Re g1(z) < Re g1(z)
ÀnÈ
Im z < 0.
ﬂ4Å0ÏfÍﬃÎ2ÂHÄÏÎ2ÂHÀÏfÔ
g1
Î]Ïf×
g2
ÐÀnÂH¿TÂH¿fÄYÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌPÉÎ]Ç
g0 : D → S ÏfÅ0ËÉÎ]ÌÀ;Ä×TÙ7Ê
g0(−1) = −∞, g0(1) = ∞, g0(0) = 0,
Ð4Ä~Å0Ù,ÂCÎ]ÀÏTÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌøÉÎ]ÇfÁ
w1 := g1 ◦ g0 : D → S1 Î]Ïf× w2 := g2 ◦ g0 : D → S2 ÐÀnÂH¿
Rew1(t) < Rew2(t)
ÀnÈ
t ∈ T, Im t > 0 l#fÕ 5
Rew1(t) > Rew2(t)
ÀnÈ
t ∈ T, Im t < 0. l#fÕ(

sÅ]ÂHÄsÂH¿Î2Â=ÙlÅ]ÂH¿ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ0ÁAÙlÄÌÅ0ÏfÔ~ÂHÅ
Hp
ÈMÅ0Ë4Î]ÌÌ
p ∈ [1,∞) Î]Ïf×ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊ w1(0) = w2(0) = 0 Õ
Ò"!,ÇfÌÅ0ÀnÂHÀÏfÔl#fÕ 5=l#fÕ(
ÀnÂUÀÁUÄﬃÎ]Á%Ê³ÂHÅFÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂ4ÎFÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f : T×R → R
ÐÀnÂH¿
Imwk(t) = f(t,Rewk(t)) (k = 1, 2)
ÈMÅ0Ë
t ∈ T \ {−1, 1} ŁhÀnÈ t 6= ±1 ÍC¿fÅdÅ0ÁÄ f(t, ·) : R → R Î]ÁÎ³ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏTÐÀnÂH¿TÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ
ÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂÃÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿aÂH¿fÄÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
w1(t)
Î]Ïf×
w2(t)
MÀÏ7ÂHÄËÇfËÄzÂHÄ×Î]Á³ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÀÏfÔÂHÅ
R2
=hÎ]Ïf×aÈMÅ0Ë
t = ±1 ÁÄzÂ f(t, ·) ≡ 0 Õy+ïÂYÀÁFÄzØdÀ×fÄÏ7ÂYÂH¿Î2Â¹ÂH¿fÀÁFÍC¿fÅ0ÀÍÄÍﬃÎ]ÏÙlÄ.ÉÎ]×fÄ³ÁÅÂH¿Î2Â f ÀÁFÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿
Î]Ïf×KÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×PÕ
&dÀÏfÍÄÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿fÏfÄÁÁTÅ]È
f
ÀÁTÏfÅ]ÂÄÏfÅ0ÆfÔ0¿úÂHÅÔ0ÆÎ]ËHÎ]Ï7ÂHÄÄÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁpÐ4ÄÎ]ËÄÌÅdÅ0Þ!ÀÏfÔaÈMÅ0Ë
ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊKÐ4ÄﬃÎ]ÞÚÎ]×f×fÀnÂHÀÅ0ÏÎ]ÌkÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁÐ¿fÀÍC¿ÉÎ]Þ]ÄÃÂH¿fÄÃÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏêÆfÏfÀ;!ÆfÄ]ÕFÓaÄÃÁHÎﬃÊêÂH¿Î2Â¹Î
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
ÀÁ
¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Åñh¡v©ËÆÇH¬iÅdÁ¬C¦z©F©?§©ËÆ¬ÐÅ	¬C¦C§2¢ÉÎ2£ Ç[¡Ý£5ÛÂ¬
ÀnÈ=ÈMÅ0Ë³Î]ÌÌ
ε > 0
ÂH¿fÄËÄYÄ=!,ÀÁ%ÂHÁ
δ > 0
ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
∀ t ∈ T, x, y ∈ R, |x− y| < δ ⇒ |f(t, x)− f(t, y)| < ε.
'
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p
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
êAêë~î Mî²
¬z©
f
Û[¬­Û[§2¥d¢É!¬{É~§2¢
T×R ò Ál¡N¬C¦C¬Èñh¡;Å	¬¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å ò £]¢ÉF¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙY¦C§2¢©Ý¡v¢Gl
¥§2¥5Åñh¡v©ËÆ2ÇH¬iÅdÁ¬C¦z©U©?§³©ËÆ¬×Å	¬C¦C§2¢ÉyÎ2£ Ç[¡Ý£5ÛÂ¬
ó
	
Æ¬z¢Ìﬃ§7Ç¹£ ÂËÂ
p ∈ [1,∞) ©ËÆ¬GÌﬃ§7ÂËÂ§7ñh¡v¢Í.£AÅiÅ	¬ÈÇ[©Ý¡N§2¢*Å
Æ§7ÂÉ
ó
MÀËZ	
Æ¬
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©QÁÇH§
ÛÂ¬zª
l#fÕA
ò
l#fÕ


Æf£AÅÃ£¥d¢¡Ý¤¥¬Å	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
wλ
¡v¢
Hp
ó
MÀÀË9ð
Ì
λ > µ
©ËÆ¬z¢
Rewλ(t) > Rewµ(t)
£ ÂLª§Åz©=¬ÈÎ]¬ÈÇ=Ù7ñ"Æ¬ÈÇH¬³§2¢
T
ó
MÀÀÀËð
Ì
λ→ µ ©ËÆ¬z¢ wλ → wµ ¡v¢Ú©ËÆ¬  ¬rÛ[¬iÅ{Í]¥¬ÅdÁf£!¦C¬ L1(T)
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕMÀË¾¿fÄ³Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄÅ]ÈuÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁs¿Î]ÁFÙlÄÄÏÄÁ%ÂCÎ]ÙfÌÀÁ¿fÄ×ÚÀÏºﬂ4Å0ËÅ0ÌÌWÎ]Ë%Ê#fÕ ,Õ ,Õ¹¾*ÅÇfËÅ	Ø0Ä
ÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁAÀnÂuÀÁUÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂAÂHÅYÉﬀÅd×fÀnÈvÊYÂH¿fÄÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁAÇfËÅdÅ]ÈøÅ]Èl¾¿fÄÅ0ËÄÉÜ#fÕ

Õ

Õ¾¿fÄÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉ
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊÐÀnÂH¿úËÄÁÇlÄÍzÂTÂHÅ ÂH¿fÄÁÄÍÅ0Ïf×úØ]Î]ËÀWÎ]ÙfÌÄÚÎ]ÌÌÅ	ÐÁÆfÁÂHÅÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄêÂH¿fÄÚÉﬀÅd×fÆfÌÄêÅ]È
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?Ê
ω
Å]È
f
ÐÀnÂH¿ËÄÁÇlÄÍzÂsÂHÅ.ÂH¿fÄYÁÄÍÅ0Ïf×KØ]Î]ËÀWÎ]ÙfÌÄpÙ7Ê
ω(δ) := sup{|f(t, x)− f(t, y)| : t ∈ T, x, y ∈ R, |x− y| < δ}.
¾¿fÄKÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ω
ÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÎ]Ïf×ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×Å0Ï
R
+ Î]Ïf×ÂHÄÏf×fÁﬀÂHÅ 0
Î]Á
δ → +0 Õú¾¿fÄ
×fÀ£øÄËÄÏfÍÄ
w = w1 − w2 Å]ÈÂ?Ð4ÅﬀÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ w1, w2 ∈ Hp Å]È­l#fÕA=l#fÕ  AÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
w(t) ∈ G+ := {x+ iy ∈ C : x ∈ R, y > −ω(|x|)} a.e. on T.
&dÀÏfÍÄ
G+
ÀÁYÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÄ×ÀÏÁÅ0ÉﬀÄ¿Î]ÌnÈ4ÇfÌWÎ]ÏfÄ
H = {z ∈ C : Im z > −C} Ð4Äﬀ×fÄ×fÆfÍÄﬀÈMËÅ0É
w ∈ H1 ÂH¿Î2Â w(D) ⊂ H ÕÊﬂ4¿fÅdÅ0ÁÀÏfÔ z0 6∈ H Î]Ïf×êÎ]ÇfÇfÌnÊdÀÏfÔ¢kÄÉﬀÉÎ  Õ ,Õ #.ÂHÅÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w3(z) :=
1
w(z)− z0
Ð4ÄÃÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄ~ÂH¿Î2ÂpÄzØ0ÄÏ
w(D) ⊂ G+ ÕÞ&dÀÏfÍÄ Rew(0) = Rew1(0)− Rew2(0) = λ− λ = 0 
ÂH¿fÄ.Á¿Î]ÇlÄ³Å]È
G+
ÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
Imw(0) ≥ 0 Õ ¡ ÏÎ]ÏÎ]ÌÅ0Ô0Å0ÆfÁFÎ]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏKÐÀnÂH¿ G− := {−z :
z ∈ G+} ÊdÀÄÌ×fÁ Imw(0) ≤ 0 ÕAÖsÄÏfÍÄ w(0) ÀÁÏfÅ]ÂpÎ]ÏÀÏfÏfÄËÇlÅ0ÀÏ7ÂÅ]È w(D) $Î]Ïf× w Ø]Î]ÏfÀÁ¿fÄÁ
À×fÄÏ7ÂHÀÍﬃÎ]ÌÌnÊ0Õ
MÀÀË"xÅ0ËUÂH¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁhÅ]ÈlÂH¿fÄpÎ]ÇfÇfËÅr!,ÀÉÎ2ÂHÀÏfÔFÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁhÀÏÂH¿fÄÇfËÅdÅ]ÈøÅ]ÈP¾¿fÄÅ0ËÄÉÜ#fÕ ,Õ

ÂH¿fÄ
ÇfËÅ0ÇlÄË%Â?Ê
λ > µ ⇒ Rewn,λ(t) ≥ Rewn,µ(t), t ∈ T,
Ð¿fÄËÄ
wn,µ = un,µ + ivn,µ
Î]Ïf×
wn,λ = un,λ + ivn,λ
ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊ
vn,µ(t) = fn(t, un,µ(t)), un,µ(0) = µ
vn,λ(t) = fn(t, un,λ(t)), un,λ(0) = λ,
ÀÁÞ!ÏfÅ	ÐÏKÈMËÅ0É·l#fÕ 5[ÕuÖsÄÏfÍÄ 
λ > µ ⇒ Rewn,λ(z) ≥ Rewn,µ(z), z ∈ D
Î]Ïf×KÌÄzÂÂHÀÏfÔÎ2Â­¥ËÁ%Â
n→∞ Î]Ïf×ÂH¿fÄÏ z → t ∈ T Å0ÏKÎ.ÏfÅ0Ï`ïÂCÎ]ÏfÔ0ÄÏ7ÂHÀWÎ]ÌPÇÎ2ÂH¿TÐ4Ä~Ô0ÄzÂ
λ > µ ⇒ Rewλ(t) ≥ Rewµ(t) a.e. on T.
'
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mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo
+ïÈhÄ!ÆÎ]ÌÀnÂ?ÊT¿fÄÌ×êÅ0ÏÚÎﬀÁÆfÙfÁÄzÂFÅ]È
T
Å]ÈUÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä~ÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄ ÂH¿fÄÏ
wλ(t) = wµ(t)
Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÄzØ0ÄË%Ê5`
Ð¿fÄËÄ~Å0ÏÂH¿fÀÁÁÄzÂrlÎ]Ïf×KÙ7ÊTÂH¿fÄYÀ×fÄÏ7ÂHÀnÂ?ÊÂH¿fÄÅ0ËÄÉ#ÀÏ
Hp
Ð4ÄYÐ4Å0ÆfÌ×K¿ÎﬃØ0Ä
wλ ≡ wµ fÐ¿fÀÍC¿KÀÁ
ÀÉﬀÇlÅ0ÁÁÀÙfÌÄpÀnÈ
λ > µ
Õ
MÀÀÀËh¾¿fÄ~ÉÎ]Ç
R 3 λ 7→ Rewλ ∈ L1(T) ÀÁÎ]ÏKÀÁÅ0ÉﬀÄzÂHË%ÊÁÀÏfÍÄ¹ÀÏTØdÀÄzÐ Å]È­MÀÀË
1
2pi
∫ 2pi
0
|uλ(eiτ )− uµ(eiτ )| dτ = 1
2pi
∣∣∣∣∫ 2pi
0
(uλ(e
iτ )− uµ(eiτ ))dτ
∣∣∣∣ = |λ− µ|.
¾¿fÄ
L1
`?ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÏfÍÄÅ]È
uλ
ÀÉﬀÇfÌÀÄÁ³ÂH¿fÄêÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄÚÅ]ÈYÎÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
uλn
ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÀÏfÔÎ]ÌÉﬀÅ0Á%Â
ÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄ~ÂHÅ
uµ
ÐÀnÂH¿
λn > µ
ÈMÅ0ËÀÏ*¥ÏfÀnÂHÄÌnÊﬀÉÎ]Ï7Ê
n
Î]Ïf×
λn < µ
Î]ÌÁÅ³ÈMÅ0ËÀÏ*¥ÏfÀnÂHÄÌnÊÉÎ]Ï7Ê
n
Õ
¡
Ô7Î]ÀÏÙ7ÊTÂH¿fÄ~ÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍÀnÂ?ÊÇfËÅ0ÇlÄË%Â?Ê|MÀÀËAÄzØ0ÄÏ
uλ → uµ Î]Á λ→ µ Å0ÏêÎ.ÁÆfÙfÁÄzÂFÅ]È T Å]È
ÈMÆfÌÌ,ÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄ]ÕªþsÁÀÏfÔFÂH¿fÄÇfÀÄÍÄzÐÀÁÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊÃÅ]È
f
Î]Ïf×¢kÄÙlÄÁÔ0ÆfÄ  ÁA×fÅ0ÉﬀÀÏÎ2ÂHÄ×³ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÏfÍÄ
ÂH¿fÄÅ0ËÄÉ·MÏfÅ]ÂHÄpÂH¿Î2Â
f
ÀÁ=ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×1uÐ4Ä¹×fÄ×fÆfÍÄ¹ÂH¿fÄ
L1
`?ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÏfÍÄ~Å]ÈkÂH¿fÄ¹ÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%Ê.ÇÎ]Ë%ÂHÁ
∫ 2pi
0
|vλ(eiτ )− vµ(eiτ )| dτ =
∫ 2pi
0
|f(eiτ , uλ(eiτ ))− f(eiτ , uµ(eiτ ))| dτ → 0 (λ→ µ).
¾¿fÅ0ÆfÔ0¿ÂH¿fÄﬀÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁÃÅ]È=ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ¹ÀÏ
Hp
ÁÇÎ]ÍÄÁÃËÄ!ÆfÀËÄÁYÁ%ÂHËÅ0ÏfÔÚÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁYÅ0Ï
f

ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÎ]ËÄKÎ]ÌnÐ=ÎﬃÊdÁÆfÏfÀ;!ÆfÄ 4ÄzØ0ÄÏÐÀnÂH¿fÅ0Æ,Â.ÂH¿fÄKÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉ ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?Ê Å]È
f
ÐÀnÂH¿
ËÄÁÇlÄÍzÂsÂHÅ.ÂH¿fÄYÁÄÍÅ0Ïf×KØ]Î]ËÀWÎ]ÙfÌÄ fÎ]Á=ÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ³ÍÅ0ËÅ0ÌÌWÎ]Ë%ÊÁ¿fÅ	ÐÁÕ

-Lzlì2ßî Mî ð
Ì
f : T × R → R ¡;ÅÁl¡N¬C¦C¬Èñh¡;Å	¬¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å ò ©ËÆ¬z¢©ËÆ¬ Ä ¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl ã ¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©
ÁÇH§
ÛÂ¬zª
l#fÕA
ò
l#fÕ


Æf£AÅ³£]©Aª§Åz©=§2¢ø¬yÛ[§2¥d¢É!¬{ÉÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ"¢kÄzÂ
w1
Î]Ïf×
w2
ÙlÄuÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÃÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁøÐÀnÂH¿ ‖w‖∞ ≤ C Õ¾¿fÄÏ~ÂH¿fÄËÄuÄ=!,ÀÁ%ÂHÁÎ=ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f˜
ÐÀnÂH¿ﬀÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂuÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂAÐ¿fÀÍC¿ﬀÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄÁhÐÀnÂH¿
f
Å0ÏÂH¿fÄÁÄzÂ
T× [−C,C] ÕÊ&dÀÏfÍÄ w1 Î]Ïf× w2
Î]ËÄ.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁFÅ]ÈAÂH¿fÄÐ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂsÇfËÅ0ÙfÌÄÉ Î]ÁÁÅdÍÀWÎ2ÂHÄ×ÐÀnÂH¿
f˜
k¾¿fÄÅ0ËÄÉ´#fÕ ,Õ #TÊdÀÄÌ×fÁ
w1 = w2
Õ
3ÄÉÎ]ËÞ$ÕÒUØ0ÄÏ.ÀnÈ
f
ÀÁÎsÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿~ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏMDÂH¿fÄ4ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁkÂHÅsÂH¿fÄ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂkÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
ÏfÄÄ×êÏfÅ]ÂÙlÄÌÅ0ÏfÔ.ÂHÅ
H∞
Î]Á=ÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ³ÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄYÁ¿fÅ	ÐÁÕ
¾¿fÄÃÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
w0
Å]È
D
Å0Ï7ÂHÅÂH¿fÄÃ¿fÅ0ËÀ;Å0Ï7ÂCÎ]ÌÁ%ÂHËÀÇ
S = {z ∈ C : |Im z| < 1} 
ÏfÅ0ËÉÎ]ÌÀ;Ä×TÙ7Ê
w0(−1) = −∞, w0(1) = +∞, w0(0) = 0,
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0Á=ÂHÅ
Hp
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
p ∈ [1,∞) ÙfÆ,ÂsÏfÅ]ÂÂHÅ H∞ Õ
¢kÄzÂ¹ÏfÅ	Ð
g : R → R ÙlÄ.ÎTÏfÅ0Ï`?ÏfÄÔ7Î2ÂHÀnØ0Ä³ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿êÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏÚÐÀnÂH¿ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ¹ÁÆfÇfÇlÅ0Ë%Â¹Ð¿fÀÍC¿
¿Î]Á
g(0) = 1
Î]ÁFÀnÂHÁFÆfÏfÀ;!ÆfÄ.ÉÎA!,ÀÉ³ÆfÉKÕ+?ÏÅ0Ë×fÄËpÂHÅTÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂ~ÎÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â
w0
ÁÅ0ÌnØ0ÄÁÂH¿fÄ~Î]ÁÁÅdÍÀWÎ2ÂHÄ×K3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉBdÐ4Ä~Á¿fÀnÈvÂ
g
ÀÏT×fÄÇlÄÏf×fÄÏfÍÄÃÅ]È
t
ÕÊ¢kÄzÂ
f(t, x) :=

g(x− Rew0(t)) t ∈ T, Im t > 0, x ∈ R
0 t ∈ T, Im t ≤ 0, x ∈ R.
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Mt1Mt2
w0(t2)
u
v
Mt : v = f(t, u)
S
w0(t1)
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ('dÕŁ
¡
3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿fÅ0Æ,ÂÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×KÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
?FÙ7ØdÀÅ0ÆfÁÌnÊ

f
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0Á*ÂHÅ
C∞
7ÀÁUÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊYÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁUÐÀnÂH¿.ËÄÁÇlÄÍzÂuÂHÅFÂH¿fÄÁÄÍÅ0Ïf×.Ø]Î]ËÀWÎ]ÙfÌÄ 
Î]Ïf×
w0
ÀÁAÎ]ÏÆfÏ!ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÅ]ÈøÂH¿fÄ¤3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂUÇfËÅ0ÙfÌÄÉl#fÕAÐÀnÂH¿
Rew0(0) =
0
fÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ#fÕ('dÕ
¾¿fÄÅ0ËÄÉô#fÕ ,Õ #ÂHÄÌÌÁpÆfÁpÂH¿Î2Âl#fÕA=ªl#fÕ

¿Î]Á¹ÎÆfÏfÀ;!ÆfÄ³ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
wλ ∈ Hp (1 ≤ p < ∞)
ÈMÅ0ËuÎ]ÌÌ
λ ∈ R Õ&dÅ¹ÈÝÎ]ËUÐ4ÄsÎ]ÌËÄﬃÎ]×,Ê³Þ!ÏfÅ	ÐÂH¿Î2Â w0 /∈ H∞ Õ+ïÈøÅ0ÏfÄÅ]ÈlÂH¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ wλ ÈMÅ0Ë λ 6= 0
Ð4Å0ÆfÌ×ÙlÄÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×.ÂH¿fÀÁÐ4Å0ÆfÌ×ÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂUÂH¿fÄÁÄÍÅ0Ïf×Î]ÁÁÄË%ÂHÀÅ0ÏKMÀÀËÅ]Èl¾¿fÄÅ0ËÄÉ #fÕ ,Õ #R0ÁÀÏfÍÄ
Î]ÌÉﬀÅ0Á%Â=ÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄÃÅ0Ï
T
ÄÀnÂH¿fÄË
Rewλ(t) < Rew0(t)
MÀnÈ
λ < 0
AÅ0Ë
Rewλ(t) > Rew0(t)
MÀnÈ
λ > 0
=Î]Ïf×
Rew0
ÀÁÏfÄÀnÂH¿fÄËÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÈMËÅ0É#Î]ÙlÅ	Ø0ÄYÏfÅ0Ë=ÈMËÅ0É ÙlÄÌÅ	ÐYÕ
|¹0|¹ÖXà
²ÐÏTµN·ﬀ»
¿
´
À
½DÎ
¾
½ »¼²
¿
½ µ
À
±³·
¾à
µsáº
à
²Y´
À
±³º
à1À
ºÐÎ~½
Î
¾
±³¸
¿­À
¸·
sÄ=!dÂ*Ð4ÄAÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÄuÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂPÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁPÐÀnÂH¿fÅ0Æ,ÂÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×fÏfÄÁÁUÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0Ï
ÈMÅ0ËAÂH¿fÄpËÀÔ0¿7Â=¿Î]Ïf×ÁÀ×fÄ]Õh¾¿fÀÁ4ËÄÁÄﬃÎ]ËÍC¿TÐ4Å0ËÞÐÀÌÌ$ÙlÄpÇfÆfÙfÌÀÁ¿fÄ×ÀÏ~ #nANÕª+?ÏfÁ%ÂHÄﬃÎ]×Ð4Ä¹Î]ÁÁÆfÉﬀÄ
f : T× R → R ÂHÅÔ0ËÅ	Ð¯Î2ÂÉﬀÅ0Á%ÂÌÀÏfÄﬃÎ]ËÌnÊ
dÀNÕ Ä]ÕUÂH¿fÄËÄY¿fÅ0Ì×fÁ
|f(t, x)| ≤ A+B|x| ∀t ∈ T, x ∈ R l#fÕ -5
ÐÀnÂH¿ÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂHÁ
A,B > 0
Õ
¡
Ô0ÄÅ0ÉﬀÄzÂHËÀÍpÐ=ÎﬃÊÅ]È*ÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ2ÂHÀÏfÔl#fÕ -54ÀÁ
x +
À
f(t, x) ∈ Wα,c ∀t ∈ T, x ∈ R l#fÕ >5
Ð¿fÄËÄ
α := 2
pi
arctanB ∈ (0, 1)  c := A/B kÎ]Ïf× Wα,c ÀÁsÂH¿fÄ³×fÅ0ÆfÙfÌÄ³ÁÄÍzÂHÅ0ËFÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄ×ÀÏ


ÕA[Õs¾¿fÄ³À×fÄﬃÎ]ÁsÅ]ÈhÂH¿fÄ~Â?Ð4ÅÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔTÁÄÍzÂHÀÅ0ÏfÁpÍﬃÎ]ÏÎ]ÌÁÅÙlÄ³Î]ÇfÇfÌÀÄ×êÀÏKÂH¿fÀÁsÉﬀÅ0ËÄ~Ô0ÄÏfÄËHÎ]Ì
ÁÀnÂHÆÎ2ÂHÀÅ0ÏÂHÅÇfËÅ	Ø0ÄYÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ³Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄYÂH¿fÄÅ0ËÄÉKÕ

êAêë~îîsïn
¬z©
f : T × R → R Û[¬T£¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅÞÌ[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢ñh¡v©ËÆ l#fÕ -5 £]¢É λ ∈ R
ó
	
Æ¬z¢
ò
©ËÆ¬
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©ÁÇH§
ÛÂ¬zª
l#fÕA=l#fÕ


¡;ÅDÅ	§7ÂÚÎ2£5ÛÂ¬~¡v¢
Hp
Ìﬃ§7Ç
p < 1
α
ñ"Æ¬ÈÇH¬
α :=
2
pi
arctanB
ó
'7#
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ÑhËÅdÅ]È^Õ
¡
ÁAÆfÁÆÎ]ÌÐ4ÄsÂCÎ]Þ]ÄpÎYÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
(fn)
Å]È
C∞− ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ fn : T×R → R ÐÀnÂH¿ﬀÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ
ÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂFÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÀÏfÔTÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊÂHÅ
f
Å0Ï
T ×K ÈMÅ0ËpÎ]ÌÌÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂFÁÄzÂHÁ K ⊂ R Õs¾¿fÄËÄÙ7ÊêÐ4Ä
ÍﬃÎ]ÏêÎ]ÁÁÆfÉﬀÄ¹ÂH¿Î2Â
x +
À
fn(t, x) ∈ Wα,c ∀t ∈ T, x ∈ R
ÈMÅ0ËAÎ]ÌÌ
n ∈ N Õ ¡ ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔYÂHÅ~¾¿fÄÅ0ËÄÉÜ#fÕ0ÕÂH¿fÄËÄsÄ=!,ÀÁ%ÂuÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ wn = un+ À vn ∈ H∞∩C
ÐÀnÂH¿
vn(t) = fn(t, un(t)) ∀t ∈ T
un(0) = λ.
&dÀÏfÍÄ
wn(t) ∈ Gn := Wα,c ∩ ‖wn‖∞D ÈMÅ0ËsÎ]ÌÌ t ∈ T ¢kÄÉﬀÉÎ  Õ ,Õ #ﬀÀÉﬀÇfÌÀÄÁ wn(D) ⊂ Gn ⊂
Wα,c
Õ¨+?ÏÇÎ]Ë%ÂHÀÍÆfÌWÎ]ËUÏfÅÚÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
wn
ÉﬀÄÄzÂHÁ³Â?Ð4ÅÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ³Å0Æ,ÂHÁÀ×fÄ
Wα,c
hÐ¿fÀÍC¿ÀÉﬀÇfÌÀÄÁ~Ù7Ê
ÜKÅ0Ï7ÂHÄÌ Áh¾¿fÄÅ0ËÄÉ ÂH¿Î2Â {wn : n ∈ N} ÀÁhÎFÏfÅ0ËÉÎ]Ì!ÈÝÎ]ÉﬀÀÌnÊYÎ]Ïf×ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁÂH¿!ÆfÁuÎFÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
wnk
ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÀÏfÔ.ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂHÌnÊÄÀnÂH¿fÄËAÂHÅ³ÁÅ0ÉﬀÄp¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w ∈ O(D) Å0ËAÂHÅ ∞ Õª4Æ,Â
ÂH¿fÄYÌWÎ2ÂÂHÄËÀÁÄ=!,ÍÌÆf×fÄ×KÁÀÏfÍÄ
|wn(0)| ≤ |un(0)|+ |vn(0)| ≤ |λ|+ A+B|λ| ∀n ∈ N,
ÁÅÂH¿Î2Â
w : D → C ÐÀnÂH¿ w(z) := limk→∞wnk(z)
ÀÁp¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ~ÀÏêÂH¿fÄ³ÆfÏfÀnÂF×fÀÁÍ]Õb&dÀÏfÍÄ
Å0Ù7ØdÀÅ0ÆfÁÌnÊ
w(D) ⊂ Wα,c uÐ4Ä¿ÎﬃØ0ÄÀÏÈÝÎ]ÍzÂ w ∈ Hp ÈMÅ0Ë p < 1α
Ù7Ê¢kÄÉﬀÉÎ

Õ

Õ
AÎ]Ïf×ÀnÂ
ËÄÉÎ]ÀÏfÁuÂHÅ³ÇfËÅ	Ø0ÄpÂH¿Î2Â4ÂH¿fÄFÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊﬀÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁ4Î]ËÄpÁHÎ2ÂHÀÁv¥Ä×PÕÊxÀ©!ﬀÁÅ0ÉﬀÄ
z0 ∈ C\W α,c Î]Ïf×
ÌÄzÂ
ε :=
×fÀÁ%Â
(z0,Wα,c) := inf
z∈Wα,c
|z − z0| > 0.
&dÀÏfÍÄ |wnk(z)− z0| ≥ ε ∀z ∈ D
dÂH¿fÄFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
sk := 1/(wnk − z0) ∈ H∞
Î]ËÄ¹Î]ÌÌlÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×
Ù7Ê
1/ε
ÕªxÀ©!
δ ∈ (0, ε) ÈMÅ0Ë=ÂH¿fÄ¹ÂHÀÉﬀÄFÙlÄÀÏfÔﬀÎ]Ïf×KÍÅ0ÏfÁÀ×fÄË=ÂH¿fÄY×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
Sδ := T× C \ {(t, z) ∈ T× C : | 3Ä z| ≤ 1/δ, +?É z ≥ f(t, 3Ä z) + δ},
ÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ#fÕ ,Õ
xÅ0Ë=ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊÌWÎ]ËÔ0Ä
n
Ð4ÄY¿ÎﬃØ0Ä
{(t, x+ À fn(t, x)) : t ∈ T, x ∈ R} ⊂ Sδ,
ÁÅÂH¿Î2Â
(t, wnk(t)) ∈ Sδ
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
t ∈ T Õ+ïÈÐ4ÄY×fÄÈ¥ÏfÄ
Tδ := {(t, z) ∈ T× C : (t, z0 + 1/z) ∈ Sδ}
Ð4ÄÔ0ÄzÂÃÂH¿!ÆfÁ
sk ∈ Aδ := {w˜ ∈ H∞ : (t, w˜(t)) ∈ T δ Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T} ÕK¾¿fÄÍÌÅ0ÁÄ×fÏfÄÁÁ³Å]È Aδ
ÐÀnÂH¿êËÄÁÇlÄÍzÂFÂHÅﬀÂH¿fÄ~ÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô]ÊTÀÏf×fÆfÍÄ×Ù7ÊKÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉ#ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÏfÍÄ.Å0ÏÚÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂpÁÆfÙfÁÄzÂHÁFÅ]È
D
MÁÄÄ¢kÄÉﬀÉÎ

Õ ,Õ 5hÀÉﬀÇfÌÀÄÁUÂH¿Î2Â
s := 1/(w− z0) ∈ Aδ Î]Ïf×ÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄ (t, w(t)) ∈ Sδ Î]ÌÉﬀÅ0Á%Â
ÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄÅ0Ï
T
Õ&dÀÏfÍÄ
δ > 0
ÀÁFÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%ÊTÐ4Ä³ÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄ~ÈMÆfË%ÂH¿fÄËsÂH¿Î2Â¹Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂsÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄ
Å0Ï
T
(t, w(t)) ∈
⋂
δ>0
Sδ,
'
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−1/δ 1/δ
Ù-Ú
f (t, .)
Sδ
Û Ü
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ ,ÕŁf¾¿fÄ~×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
Sδ
ÀNÕ Ä]Õ
v(t) ≤ f(t, u(t)) Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂUÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄpÅ0Ï T Õ&dÀÏfÍÄ=ÂH¿fÄÍÅ0Ï7Ø0ÄËÁÄsÀÏfÄ!ÆÎ]ÌÀnÂ?ÊÃÀÁuÎ]ÏÎ]ÌÅ0Ô0Å0ÆfÁ
ÂH¿fÄ~ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï|l#fÕA4ÀÁÈMÆfÌ¥ÌÌÄ×PÕ
¡
Áyl#fÕ

=ÀÁ=ÂHËÀnØdÀWÎ]Ì
w ∈ Hp ¿Î]ÁÙlÄÄÏêÇfËÅ	Ø0Ä×êÂHÅ
ÙlÄ~Î.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ]È*ÂH¿fÄÜ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉKÕ
¾¿fÄuÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ5@ÆfÁ%Â*ÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÄ×ÃÎ]ËÄhÏfÅ]ÂÆfÏfÀ;!ÆfÄhÄzØ0ÄÏÃÀnÈ
f
ÀÁkÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿PÕ¾¿fÀÁkÀÁP×fÄÉﬀÅ0ÏfÁ%ÂHËHÎ2ÂHÄ×
Ù7ÊTÂH¿fÄ¹ÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄYÅ]ÈÂH¿fÄ¹ÌWÎ]Á%ÂÁÄÍzÂHÀÅ0ÏêÎ]ÁÐ4ÄÌÌkÎ]ÁÙ7ÊTÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÃÄﬃÎ]ÁÀÄËÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄ]Õ
&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄ
β ∈ (0, pi
2
)
Î]Ïf×ÚÌÄzÂ
S1
ÙlÄ~ÂH¿fÄÃÁÄÍzÂHÅ0Ë
S1 := {re ä ϑ : 0 < r < ∞, 0 < ϑ < β} Õ¤+ïÈ
w1 : D → S1 ÀÁÎ.ÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌøÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ.Å]È*ÂH¿fÄYÆfÏfÀnÂÍÀËÍÌÄ¹Å0Ï7ÂHÅ S1 ÐÀnÂH¿
w1(−1) = 0, w1(1) = ∞,
ÂH¿fÄÏ
w2 := e
−
ä
βw1
ÉÎ]ÇfÁ
D
ÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌÌnÊÅ0Ï7ÂHÅ
S2 := {re ä ϑ : 0 < r <∞,−β < ϑ < 0} fÎ]Ïf×
w2(−1) = 0, w2(1) = ∞,
ÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄD#fÕ(dÕ&dÀÏfÍÄ |w1(0)| = |w2(0)|, argw1(0) = β/2 Î]Ïf× argw2(0) = −β/2 Ð4Ä~¿ÎﬃØ0Ä
Rew1(0) = Rew2(0)
Õ xÅ0Ë
t ∈ T\{−1, 1} Ð4ÄÃ×fÄÈ¥ÏfÄ f(t, .) : R → R Î]ÁsÎÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿TÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ÐÀnÂH¿KÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂsÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿TÂH¿fÄ~ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
w1(t), w2(t)
MÀÏ7ÂHÄËÇfËÄzÂHÄ×êÎ]ÁÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÀÏfÔ³ÂHÅ
R2
=
Î]Ïf×ÈMÅ0Ë
t = ±1 Ð4ÄÁÄzÂ f(t, .) ≡ 0 Õ~¾¿fÄ.ËÄﬃÎ]ÁÅ0ÏÐ¿7ÊÚÂH¿fÀÁFÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÀÅ0ÏÚÐ4Å0ËÞ!ÁYÀÁpÂH¿Î2ÂFÂH¿fÄ
ËÄﬃÎ]ÌkÇÎ]Ë%ÂHÁÅ]È
w1(t)
Î]Ïf×
w2(t)
×fÀ£øÄË=ÈMÅ0Ë
t ∈ T\{−1, 1} ÁÀÏfÍÄ |w1(t)| = |w2(t)| ÙfÆ,Â
argw1(t) = 0 ⇔ argw2(t) = −β
argw1(t) = β ⇔ argw2(t) = 0.
+ïÂpÀÁsÄzØdÀ×fÄÏ7ÂpÂH¿Î2ÂpÂH¿fÀÁsÍC¿fÅ0ÀÍÄ~ÍﬃÎ]ÏÚÙlÄ~ÉÎ]×fÄ~ÁÅÂH¿Î2Â
f : T × R → R ÀÁsÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁFÎ]Ïf×êÀnÂHÁ
Ô0ËHÎ]Çf¿ÌÀÄÁ4ÀÏ
R∪ S1 ∪ S2 Õh¾¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄl#fÕ >5u¿fÅ0Ì×fÁ4ÐÀnÂH¿ α = 2βpi
Î]Ïf×
c = 0
,ÙfÆ,Â
w1, w2 ∈ Hp
ÈMÅ0Ë
p < pi
β
= 2
α
Õ
&dÀÏfÍÄ
S1
Î]Ïf×
S2
¿ÎﬃØ0ÄYÎ³ÍÅ0ËÏfÄËfÀnÂ=ÀÁ4ÏfÅ]ÂÇlÅ0ÁÁÀÙfÌÄsÂHÅ.ÍC¿fÅdÅ0ÁÄ¹Î³ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
ÀÏÂH¿fÄ
ÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔKÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄ]ÕﬀÖsÅ	Ð4ÄzØ0ÄËËÄÇfÌWÎ]ÍÀÏfÔTÂH¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]ËÀÄÁYÅ]È4ÙlÅ]ÂH¿ÁÄÍzÂHÅ0ËÁÃÏfÄﬃÎ]Ë¹ÂH¿fÄÅ0ËÀÔ0ÀÏ
Ù7ÊÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÍÆfË%Ø0ÄÁ
γ1
Î]Ïf×
γ2 = e
−iβγ1
ÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿
0
dÅ0ÏfÄpÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏfÁ=Î]ÏÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄsÁ¿fÅ	ÐÀÏfÔÃÂH¿Î2Â
f
ÍﬃÎ]ÏKÄzØ0ÄÏêÙlÄYÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿PÕ
' 
ÑÒqÒÓ
uQj;mlÕimIq
p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo
w2 = e
− æ βw1
w1
çGè
é¯ê
D
−1
f(t, .)
S2
S11
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ(dÕŁ
¡
ÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄYÁ¿fÅ	ÐÀÏfÔ.ÂH¿fÄYÏfÅ0Ï`?ÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁsÅ]ÈÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ
+?ÏÂH¿fÄKÍﬃÎ]ÁÄêÅ]ÈFÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ.ÂH¿fÄËÄKÀÁÁ%ÂHÀÌÌÎ]ÏfÅ]ÂH¿fÄËÍÅ0ÉﬀÇfÌÄzÂHÄÌnÊÏfÄzÐ#Çf¿fÄÏfÅ0ÉﬀÄÏfÅ0Ï
ÇfËÅd×fÆfÍÀÏfÔÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÐ¿fÀÍC¿Ú¿ÎﬃØ0Ä³ÏfÅ]ÂsÊ0ÄzÂFÙlÄÄÏÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÄ×PÕ
¡
ÁsÐ4ÄÃÁ¿Î]ÌÌÁÄÄ³ÀÏêÎﬀÉﬀÅ0ÉﬀÄÏ7Âr
ÂH¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ³ÀÏ¾¿fÄÅ0ËÄÉU#fÕ0ÕTÍﬃÎ]ÏÙlÄTËÄÔ7Î]Ë×fÄ×Î]Á.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÃÐÀnÂH¿ÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0

Ð¿fÀÌÄFÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ4ÐÀnÂH¿T¿fÀÔ0¿fÄË4ÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄËÁ¿ÎﬃØ0ÄYÙlÄÄÏKÄ=!,ÍÌÆf×fÄ×Ù7ÊÂH¿fÄ¹ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÁÇÎ]ÍÄ 
Î]×fÉﬀÀnÂÂHÀÏfÔÅ0ÏfÌnÊÙlÅ0ÆfÏf×fÄ× ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÕ +ïÈFÐ4ÄêÁÄﬃÎ]ËÍC¿ÈMÅ0ËﬀÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÀÏÖpÎ]Ë×,ÊÁÇÎ]ÍÄÁ=ÂH¿fÄÁÄ
Î]×f×fÀnÂHÀÅ0ÏÎ]ÌhÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ~¿ÎﬃØ0ÄÂHÅÚÙlÄÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÄ×PÕ+?ÏÅ0Ë×fÄË~ÂHÅÚÆfÏf×fÄËÁ%ÂCÎ]Ïf× Ð¿Î2Â.ÀÁÃÉﬀÄﬃÎ]Ï7Â³Ù7Ê
uïÐÀÏf×fÀÏfÔ Ï!ÆfÉ³ÙlÄËuÚÀÏÂH¿fÄÍﬃÎ]ÁÄÅ]È~Ä=!,ÇfÌÀÍÀnÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁﬀÐ4ÄÚÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÅ0ËÉﬁÂH¿fÄÚÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬁÀÏ7ÂHÅÎ
3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿KÍÌÅ0ÁÄ×ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÍÆfË%Ø0ÄÁ
M˜t
Ô0ÀnØ0ÄÏÙ7Ê
M˜t := {(t, z) : Im(1/z + z0) = f(t,Re(1/z + z0)} ∪ {0}, l#fÕ  
Ð¿fÄËÄ FÎ]ÁÀÏ ÂH¿fÄÚÇfËÅdÅ]È~Î]ÙlÅ	Ø0Ä 
z0
ÀÁÍC¿fÅ0ÁÄÏÅ0Æ,ÂHÁÀ×fÄ
Wα,c
Õ,+ïÈ
wλ
Î]ËÄêÂH¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÅ]È
l#fÕA=l#fÕ

=ÂH¿fÄÏ
w˜λ(z) := 1/(wλ(z) − z0) Î]ËÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÃÅ]È w˜(t) ∈ M˜t ÐÀnÂH¿
ÐÀÏf×fÀÏfÔÃÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Î]ÙlÅ0Æ,Â
M˜ :=
⋃
t∈T{t}× M˜t
ÕªsÅ	ÐÀnÂ4ÁÄÄÉﬀÁ=ÏÎ2ÂHÆfËHÎ]Ì$ÂHÅ³Ä=!,ÇlÄÍzÂ=ÂH¿Î2Â=ÍÅ0Ï`
Ø0ÄËÁÄÌnÊÃÂH¿fÄ=ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÐÀnÂH¿³ÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0ÄuÐÀÏf×fÀÏfÔFÏ!ÆfÉ³ÙlÄËÅ]ÈÂH¿fÄ=ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ¯ÐÀnÂH¿³ÍÌÅ0ÁÄ×.ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0Ï
ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M
ÍﬃÎ]ÏÙlÄ³ÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÅ0ËÉﬀÄ×êÂHÅTÔ0ÀnØ0Ä³ÏfÄzÐ ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁpÅ]ÈuÂH¿fÄ³Å0ËÀÔ0ÀÏÎ]ÌÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂFÇfËÅ0ÙfÌÄÉKÕ
¡
Á~Î]ÏÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄ.ÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËFÂH¿fÄÍﬃÎ]ÁÄ.Ð¿fÄËÄ
f
×fÅdÄÁ¹ÏfÅ]ÂY×fÄÇlÄÏf×aÅ0Ï
t
Õ.¾¿fÄÏÂH¿fÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÅ]ÈÞl#fÕA=l#fÕ

Î]ËÄYÂH¿fÄÃÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂpÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÐ¿fÄËÄﬃÎ]ÁpÂH¿fÄÃÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌkÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔﬀÅ0Ï7ÂHÅ
ÂH¿fÄ³×fÅ0ÉÎ]ÀÏfÁsÎ]ÙlÅ	Ø0Ä.Î]Ïf×ÚÙlÄÌÅ	Ð¯ÂH¿fÄ³ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏêÍÆfË%Ø0ÄÁ¹ÇfËÅ	ØdÀ×fÄ³Î]×f×fÀnÂHÀÅ0ÏÎ]ÌkÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁsÅ]ÈhÂH¿fÄ
Þ!ÀÏf×TÂHÅÙlÄYÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÄ×ÀÏTÂH¿fÄ¹ÁÄ!ÆfÄÌNÕA¾¿fÄYÉÎ]ÀÏT×fÀnÛﬀÍÆfÌnÂ?ÊÀÁ4ÂH¿Î2Â
M˜
ÀÁ=ÏfÅ]ÂsÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿TÄzØ0ÄÏ
ÀnÈ
f
ÀÁhÁÅR7ÙfÆ,Âu¿Î]ÁAÎ]ÏÄ×fÔ0ÄÀÏ³ÂH¿fÄÅ0ËÀÔ0ÀÏM]ÁÅ¹ÂH¿Î2ÂhÂH¿fÄÍÌWÎ]ÁÁÀÍﬃÎ]Ì,Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄÂH¿fÄÅ0ËÄÉﬀÁUÈMËÅ0É ÁÄÍ=`
ÂHÀÅ0Ï,Õ~Î]ËÄ¹ÏfÅ]Â×fÀËÄÍzÂHÌnÊÎ]ÇfÇfÌÀÍﬃÎ]ÙfÌÄ]ÕhÖsÅ	Ð4ÄzØ0ÄËÂH¿fÄYÇfËÅdÅ]È*Å]È*ÂH¿fÄ¹ÏfÄ=!dÂÂH¿fÄÅ0ËÄÉ Á¿fÅ	ÐÁÂH¿Î2Â
ÎËÄÈ¥ÏfÄÉﬀÄÏ7Â~Å]ÈuÂH¿fÄ.ÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍÀnÂ?ÊÉﬀÄzÂH¿fÅd×Î]ÇfÇfÌÀÄ×ÀÏÚÉÎ]Ï7ÊÎ]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7ÂHÁFÅ]È4ÍC¿Î]Ç,ÂHÄËDÍﬃÎ]Ï
ÍÀËÍÆfÉÃØ0ÄÏ7ÂÂH¿fÀÁ=Î]ÏfÅ0ÉÎ]ÌnÊ0Õ
¡
ÁÎÃÂHÄÍC¿fÏfÀÍﬃÎ]ÌøËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏM!Ð4ÄFÐÀÌÌøÎ]ÁÁÆfÉﬀÄpÂH¿Î2Â
f : T×R → R
ÀÁAÅ]ÈPÍÌWÎ]ÁÁ
C1
Î]Ïf××fÅdÄÁ4ÏfÅ]Â4Å0ÁÍÀÌÌWÎ2ÂHÄÀnÈøÂH¿fÄsÁÄÍÅ0Ïf×Î]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7ÂuÂHÄÏf×fÁ4ÂHÅ ±∞ dÀNÕ Ä]ÕÐ4ÄpËÄ!ÆfÀËÄ
ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂHÁ
b±(t) := lim
x→±∞
f(t, x)
x
,
l#fÕ
A
lim
x→±∞
∂xf(t, x),
l#fÕ


'

ÑÒqÒÓ
uQj;mlÕimIq
p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo
Î]Ïf×
lim
x→±∞
∂tf(t, x)
x2
= 0
l#fÕ5
Ä=!,ÀÁ%ÂÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊÀÏ
t
Õh¾¿fÄÁÄ~Î]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁÎ]ËÄFÉﬀÅ0ËÄFËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀnØ0ÄpÂH¿Î]ÏÂH¿fÄ¹Å0ÏfÄÁÉÎ]×fÄ¹Î]ÙlÅ	Ø0Ä]Õ
+?Ïf×fÄÄ×M
b± : T → R Î]ËÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ~ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÃÎ]Ïf×a¿fÄÏfÍÄ B := maxt∈T{|b+(t)|, |b−(t)|}
Ä=!,ÀÁ%ÂHÁÕu¾¿fÀÁÀÉﬀÇfÌÀÄÁAÂH¿Î2ÂÈMÅ0Ë
δ > 0
ÂH¿fÄYÄÁ%ÂHÀÉÎ2ÂHÄ
∣∣∣∣f(t, x)x
∣∣∣∣ ≤ B + δ
¿fÅ0Ì×fÁ=ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
t ∈ T Î]Ïf×KÎ]ÌÌPÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊTÌWÎ]ËÔ0Ä |x| ÁHÎﬃÊ |x| ≥ C(δ) Õª+ïÈÐ4ÄYÇfÆ,ÂÈMÆfË%ÂH¿fÄË
A = A(δ) := max
|x|≤C(δ)
t∈T
|f(t, x)|
ÂH¿fÄÏl#fÕ -54¿fÅ0Ì×fÁ=ÐÀnÂH¿
B + δ
ÀÏfÁ%ÂHÄﬃÎ]×KÅ]È
B
Õ
éêëë|ìØîî;í,õ
§7Ç
t0 ∈ T £]¢É z˜0 ∈ M˜t0
©ËÆ¬ÈÇH¬¡;Å £¥d¢¡Ý¤¥¬Å	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
w˜ ∈ H∞ ∩ C
ñh¡v©ËÆñh¡v¢É]¡v¢Í¢¥dªÐÛ[¬ÈÇ
0
§Ì¹©ËÆ¬Y©sÇ£]¢*ÅlÌﬃ§7Ç[ª¬{É
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©QÁÇH§
ÛÂ¬zª
w˜(t) ∈ M˜t ñh¡v©ËÆK©ËÆ¬
ÇH¬iÅz©sÇ[¡N¦z©Ý¡N§2¢ ¦z¥Ç=Î]¬iÅ
l#fÕ


£]¢É©ËÆ¬2Åz¡sÉ!¬ê¦C§2¢É]¡v©Ý¡N§2¢
w˜(t0) = z˜0
ó
ð
Ì
z˜0 → 0 ò £ Â Å	§ w˜ ©?¬z¢ÉAÅ
¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙﬀ©?§
0
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕÓaÄFÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]ÂËÄzØ0ÄË%Â=ÂHÅ.¾¿fÄÅ0ËÄÉ #fÕ0Õ

ÁÀÏfÍÄpÂH¿fÀÁ=ÇfËÅ0ÇlÅ0ÁÀnÂHÀÅ0ÏﬀÀÁ4×fÄzØ0Å]ÂHÄ×TÂHÅ³ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ
ÐÀnÂH¿.ÁÀ×fÄ=ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁUÎ2ÂhÀÏfÏfÄËUÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÕ*ÓaÄ=ÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂuÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ*ÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄÎ]ÁÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÅ0ËÉÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ
Å]ÈÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ=ÂHÅﬀÎ]Æ!,ÀÌÀWÎ]Ë%ÊﬀÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ=ÐÀnÂH¿ÍÌÅ0ÁÄ×KËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏTÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×PÕ
¾¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
g : T \ {1} → R ÐÀnÂH¿
g(t) = i
t+ 1
t− 1 , t ∈ T \ {1}
ÀÁÎ.ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿KÎ]Ïf×KÙfÀ @ÄÍzÂHÀnØ0Ä¹ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ.ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
lim
σ→0±0
g(eiσ) = ±∞,
Î]Ïf×ÂH¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂHÁ
lim
σ→0±0
g(eiσ)|1− eiσ| 6= 0, Î]Ïf× lim
σ→0±0
g′(eiσ)|1− eiσ|2 6= 0 l#fÕr#n
Ä=!,ÀÁ%Âr$Î]Ïf×
inf
t∈T\{1}
|g′(t)| > 0. l#fÕA'

+ïÈÐ4ÄY×fÄÈ¥ÏfÄ
µ(t, s) :=

1
g(s) + i f(t, g(s))− z0 , t ∈ T, s ∈ T \ {1}
0, t ∈ T, s = 1,
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mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo
Ð4ÄÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏ ÎKÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
µ : T2 → C ÂH¿Î2Â~ÊdÀÄÌ×fÁ³ÎêÇÎ]ËHÎ]ÉﬀÄzÂHÄËÀ;ﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏÅ]È M˜ ÕxÅ0Ë s 6= 1 Ð4Ä
ÍÅ0ÉﬀÇfÆ,ÂHÄ¹ÈMÅ0Ë=ÂH¿fÄY×fÄËÀnØ]Î2ÂHÀnØ0Ä
∂σµ(t, e
iσ) =
−ieiσg′(eiσ)(1 + i∂xf(t, g(eiσ))
(g(eiσ) + if(t, g(eiσ))− z0)2 ,
l#fÕ5
ÁÅÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂHÁ
lim
σ→0±0
µ(t, eiσ) = 0
Î]Ïf×
lim
σ→0±0
∂σµ(t, e
iσ) = lim
σ→0±0
−ieiσg′(eiσ)|1− eiσ|2(1 + i∂xf(t, g(eiσ))(
g(eiσ)|1− eiσ|+ if(t, g(e
iσ))
g(eiσ)
g(eiσ)|1− eiσ| − z0|1− eiσ|
)2
=
−i lim
σ→0±0
(
g′(eiσ)|1− eiσ|2)(1 + i lim
x→0±∞
∂xf(t, x)
)
(
lim
σ→0±0
g(eiσ)|1− eiσ|+ i lim
x→±∞
f(t, x)
x
lim
σ→0±0
g(eiσ)|1− eiσ|
)2
Ä=!,ÀÁ%ÂÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊ ÀÏ
t
Õ_sÅ]ÂHÄKÂH¿Î2ÂﬀÂH¿fÄêÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁKl#fÕr#n.ÀÉﬀÇfÌnÊaÂH¿Î2ÂÂH¿fÄKÏ!ÆfÉﬀÄËHÎ2ÂHÅ0ËÎ]Ïf×
×fÄÏfÅ0ÉﬀÀÏÎ2ÂHÅ0ËFÅ]ÈAÂH¿fÄÌWÎ]Á%ÂYÄ=!,ÇfËÄÁÁÀÅ0Ïa×fÅÏfÅ]ÂYØ]Î]ÏfÀÁ¿PÕxÅ0ËFÂH¿fÄÅ]ÂH¿fÄËYÇÎ]Ë%ÂHÀWÎ]Ì×fÄËÀnØ]Î2ÂHÀnØ0Ä³ÂH¿fÄ
Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄ~Å]È
lim
s→1
∂τµ(e
iτ , s) = lim
s→1
−ieiτ∂tf(eiτ , g(s))
(g(s) + if(t, g(s))− z0)2 = 0
ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊÈMÅ0Ë
eiτ ∈ T ÍﬃÎ]ÏÙlÄÃ×fÄËÀnØ0Ä×ÚÈMËÅ0Él#fÕ5[Õ¢kÄzÂ f± : T × R → R ÙlÄÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁpÅ]È
ÍÌWÎ]ÁÁ
C1
ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ
Im z0 6∈ f±(T,Re z0) $Î]Ïf×
f+(t, x) =

f(t, x), t ∈ T, x ∈ [0,∞)
−f(t,−x) + 2Im z0, t ∈ T, x ∈ (−∞,−1],
Î]Ïf×
f−(t, x) =

f(t, x), t ∈ T, x ∈ (−∞, 0]
−f(t,−x) + 2Im z0, t ∈ T, x ∈ [1,∞).
pÄÈ¥ÏfÄ
µ± : T2 → C Ù7Ê
µ±(t, s) :=

1
g(s) + if±(t, g(s))− z0 , t ∈ T, s ∈ T \ {1}
0, t ∈ T, s = 1.
¾¿fÄÏ
µ
ÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄÁÐÀnÂH¿
µ+
Å0Ï
T×(T∩{Im z ≥ 0}) 7Î]Ïf×³ÐÀnÂH¿ µ− Å0Ï T×(T∩{Im z ≤ 0}) 
ÁÄÄxÀÔ0ÆfËÄ#fÕ -,Õ
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&dÀÏfÍÄ
µ±(t, eiσ) = µ±(t, e−iσ)
ÈMÅ0Ë
t ∈ T Î]Ïf× σ ∈ R ÍÌÅ0ÁÄFÄÏfÅ0ÆfÔ0¿TÂHÅ 0 ,Ð4Ä¹ÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄFÂH¿Î2Â
lim
σ→0+0
∂σµ
±(t, eiσ) = lim
σ→0−0
∂σµ
±(t, eiσ)
Î]Ïf×
lim
σ→0−0
∂τµ
±(
Ä
ä
τ , eiσ) = 0 = lim
σ→0+0
∂τµ
±(
Ä
ä
τ , eiσ)
Ä=!,ÀÁ%ÂFÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊTÀÏ
t
Î]Ïf×
eiτ
øËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ
PÎ]Ïf×
µ±
Î]ËÄÃÅ]ÈuÍÌWÎ]ÁÁ
C1
Õ
¡
Á
∂σµ
±(t, eiσ)
ÏfÄzØ0ÄË
Ø]Î]ÏfÀÁ¿fÄÁfÐ4Ä~¿ÎﬃØ0ÄYÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
t, s ∈ T
0 < 1/C± ≤ |∂sµ±(t, s)| ≤ C±
ÐÀnÂH¿KÎ]ÇfÇfËÅ0ÇfËÀWÎ2ÂHÄ¹ÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂHÁ
C± > 0
Õh¾¿fÄÁÄ~ËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ=ÇfËÅ	Ø0ÄYÂH¿Î2Â
M± := {(t, µ±(t, s)) : t, s ∈ T}
Î]ËÄYËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏTÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ4Å]ÈÍÌWÎ]ÁÁ
C1
Î]Á×fÄÈ¥ÏfÄ×êÀÏTÁÄÍzÂHÀÅ0Ï

Õ0Õ
M+t0 M−t0
z˜0
0
z˜−0
z˜−0
Re
Im
M˜t0
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ -,ÕŁf¾¿fÄ¹ÂH¿fËÄÄ~ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ
M˜,M+,M−
xÅ0ËÄzØ0ÄË%Ê
z˜0 ∈M+t0 := {z ∈ C : (t0, z) ∈M+}
ÂH¿fÄËÄÀÁhÎFÆfÏfÀ;!ÆfÄ=ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w˜ ∈ H∞∩C Å]È
w˜(t) ∈M+t
ÐÀnÂH¿~ÐÀÏf×fÀÏfÔpÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Î]ÙlÅ0Æ,Â
M+
ÐÀnÂH¿
w˜(t0) = z˜0
Õ"+ïÈ
z˜0
ÂHÄÏf×fÁUÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍﬃÎ]ÌÌnÊ
ÂHÅ
0
Å0Ï
M+t0 ∩ M˜t0
PÂH¿fÄÏÂH¿fÄÍÅ0ËËÄÁÇlÅ0Ïf×fÀÏfÔÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ
w˜
ÂHÄÏf×ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊÂHÅ
0
Õ.¾¿fÀÁ¹ÀÁYÎ
ÍÅ0ÏfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄaÅ]È~ÂH¿fÄÈÝÎ]ÍzÂTÂH¿Î2ÂTÂH¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÐÀnÂH¿úÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Å]È~ÂH¿fÄº3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`
ÖsÀÌÙlÄË%Â³ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿ÂH¿fÄTÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÍÌÅ0ÁÄ×ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M+
ÍÅ	Ø0ÄË.ÂH¿fÀÁ³ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
ÀÏÎ]ÏÁÍC¿fÌÀÍC¿7Â.ÉÎ]ÏfÏfÄËÂHÅ0Ô0ÄzÂH¿fÄËÃÐÀnÂH¿
Y¡v¢¡Iﬀ Å©ËÆ¬C§7ÇH¬zª
ÕÚ¾¿!ÆfÁuÈMÅ0Ë
z˜0
ÍÌÅ0ÁÄÄÏfÅ0ÆfÔ0¿ ÂHÅ
0

ÂH¿fÄYÂHËHÎ]ÍÄ~Å]È
w˜
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁÂHÅ
M˜ ∩M+ $ÀNÕ Ä]Õ w˜ ÀÁÄ!ÆÎ]ÌÌnÊKÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÂHÅﬀÂH¿fÄ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â
ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M˜
Õ
¡
ÁÀÉﬀÀÌWÎ]Ë=Î]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7Â¿fÅ0Ì×fÁ=ÈMÅ0Ë
M−
Õ
+?ÏÅ0Ë×fÄË¹ÂHÅKÇfËÅ	Ø0ÄﬀÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁÃÀnÂYÀÁYÏfÅ]Â~ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7Â~ÂHÅKËÄzÈMÄË¹ÂHÅK¾¿fÄÅ0ËÄÉ ,Õ

Õ
ÁÀÏfÍÄ.ÂH¿fÄ
ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M˜
×fÅdÄÁ¹ÏfÅ]Â¹ÈMÆfÌ¥ÌÌÂH¿fÄ.ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿fÏfÄÁÁYÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁ¹Å]ÈuÂH¿fÀÁFÇfËÅ0ÇlÅ0ÁÀnÂHÀÅ0ÏPÕ~ÖsÅ	Ð4ÄzØ0ÄË
ÌÅdÅ0Þ!ÀÏfÔÎ2Â¹ÀnÂHÁFÇfËÅdÅ]ÈhÐ4ÄÁÄÄ³ÂH¿Î2Â¹ÀnÂHÁFÍÅ0ÏfÍÌÆfÁÀÅ0ÏfÁFËÄÉÎ]ÀÏêÂHËÆfÄ³ÈMÅ0ËpÂ?Ð4ÅÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁsÐ¿fÀÍC¿×fÅ
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ÏfÅ]ÂTÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂTÄﬃÎ]ÍC¿úÅ]ÂH¿fÄËÀÏÂH¿fÄÚÄ×fÔ0ÄÚÀÏÂH¿fÄÚÅ0ËÀÔ0ÀÏPÕ ¾¿fÀÁÀÁ×fÆfÄêÂHÅaÂH¿fÄêÈÝÎ]ÍzÂÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ
ÌÀÏfÄﬃÎ]ËÞ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÄ×ÚÀÏKÂH¿fÀÁsÇfËÅdÅ]ÈhÁ%ÂHÀÌÌk¿Î]Á¹ÎﬀÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁpÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0Ì
Ð¿fÄËÄﬃÎ]ÁpÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁsÅ]ÈUÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÅ0ÏêÙlÄzÂ?Ð4ÄÄÏÚÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÀÏ
0
ÍÅ0ÆfÌ×KÍﬃÎ]ÆfÁÄÃ×fÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂHÀÄÁÅ]ÈÂH¿fÀÁ
Á%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌNÕÐﬂ4Å0ÏfÁÀ×fÄË~Î2Â¥ËÁ%ÂYÂH¿fÄÍﬃÎ]ÁÄ
z˜0 6= 0 Î]Ïf×aÎ]ÁÁÆfÉﬀÄ.ÂH¿Î2Â~Î]ÌÁÅ wˆ ∈ H∞ ∩ C ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
wˆ(t) ∈ M˜t, wˆ(t0) = z˜0 AÎ]Ïf×¿Î]Á³ÐÀÏf×fÀÏfÔÚÏ!ÆfÉ³ÙlÄË 0 Î]ÙlÅ0Æ,Â M˜ Õ:&dÀÏfÍÄ w˜ ×fÅdÄÁ.ÏfÅ]ÂÇÎ]ÁÁ
ÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿ÂH¿fÄYÅ0ËÀÔ0ÀÏTÀÁÉ³ÆfÁ%ÂsÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄ¹ÐÀnÂH¿
wˆ
Õ xÀÏÎ]ÌÌnÊﬀÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÂH¿fÄ~ÍﬃÎ]ÁÄ¹Ð¿fÄËÄ
z˜0 = 0
Î]Ïf×
ÌÄzÂ
wˆ
ÙlÄÎKÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÐÀnÂH¿
wˆ(t) ∈ M˜t, wˆ(t0) = 0 hÎ]Ïf×aÐÀÏf×fÀÏfÔêÏ!ÆfÉ³ÙlÄË 0 Õ ¡ ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔêÂHÅ
Ð¿Î2Â~Ð=Î]Á~ÁHÎ]À×aÎ]ÙlÅ0Æ,Â¹ÂH¿fÄﬀÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁYÅ]È=ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁkÂH¿fÄ.ÂHËHÎ]ÍÄﬀÅ]È
wˆ
×fÅdÄÁ~ÏfÅ	Ð¿fÄËÄ
ÉﬀÄÄzÂUÂH¿fÄ=ÂHËHÎ]ÍÄÅ]ÈøÎ]Ï7Ê³ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w˜ 6≡ 0 ÐÀnÂH¿³ÐÀÏf×fÀÏfÔFÏ!ÆfÉ³ÙlÄË 0 Õª&dÀÏfÍÄ=ÂH¿fÅ0ÁÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÍÅ	Ø0ÄË
M˜ \ (T× {0}) ÀÏÎ³ÁÍC¿fÌÀÍC¿7ÂÉÎ]ÏfÏfÄË wˆ É³ÆfÁ%ÂØ]Î]ÏfÀÁ¿TÀ×fÄÏ7ÂHÀÍﬃÎ]ÌÌnÊ0ÕUÖsÄÏfÍÄ¹ÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁÅ]ÈÂH¿fÄ
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏT¿fÅ0Ì×fÁÀÏKÎ]Ï7ÊTÍﬃÎ]ÁÄ]Õ
$¹Å0ÀÏfÔÙÎ]ÍCÞÂHÅÂH¿fÄÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂYÇfËÅ0ÙfÌÄÉBÐ4ÄﬀÁÄÄÂH¿Î2ÂYÂH¿fÄÎ]ÙlÅ	Ø0ÄÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁ~Å0Ï
f
ÀÉﬀÇfÌnÊ
ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ
wλ
ÍÅ	Ø0ÄË {(t, f(t, x)) : t ∈ T, x ∈ R} ÀÏKÎ.ÁÍC¿fÌÀÍC¿7ÂsÉÎ]ÏfÏfÄËÕ

-Lzlì2ßîî ,õ
¡©Ã
t0 ∈ T
ó
	
Æ¬z¢©ËÆ¬ê¬JÃÈÁÂL¡N¦z¡v©
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©ÁÇH§
ÛÂ¬zª
l#fÕA=Þl#fÕ


Æf£AÅ¹£.¥d¢¡Ý¤¥¬ÞÅ	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
wλ ∈ H∞∩C ò £]¢É³©ËÆ¬Fªﬀ£=Á5Ál¡v¢Í λ 7→ Rewλ(t0) ¡;ÅY£]¢¡;Å	§2ª§7ÇIÁﬁÆd¡;Åzª
§Ì
R
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕÓaÄpÞ]ÄÄÇTÂHÅ~ÂH¿fÄpÏfÅ]ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄ×ÀÏﬀÂH¿fÄpÇfËÅdÅ]ÈkÅ]È¢kÄÉﬀÉÎb#fÕ #fÕ

ÕªxÅ0Ë
x0 ∈ R ÂH¿fÄ
ÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÅ0ËÉÎ2ÂHÀÅ0Ï
z˜0 = T (t0, x0) :=
1
x0 + i f(t0, x0)− z0
l#fÕA

ÊdÀÄÌ×fÁ
z˜0 ∈ M˜t0
4ÁÅÂH¿Î2ÂÂH¿fÄKÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔaÌÄÉﬀÉÎÚÔ0ÆÎ]ËHÎ]Ï7ÂHÄÄÁﬀÂH¿fÄKÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄêÅ]È¹ÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w˜ ∈ H∞ ∩ C Å]È w˜(t) ∈ M˜t, w˜(t0) = z˜0 ÐÀnÂH¿ ÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË 0 Î]ÙlÅ0Æ,Â M˜ Õa¾¿fÄÏÂH¿fÄ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w(z) :=
1
w˜(z)
+ z0
ÀÁYÎTÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÅ]Èl#fÕAsÐÀnÂH¿
Rew(t0) = x0
ÕÐ&dÀÏfÍÄ
w˜
×fÄÇlÄÏf×fÁ~ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÌnÊÚÅ0Ï
z˜0
*Î]Ïf×
z˜0
×fÄÇlÄÏf×fÁsÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÌnÊTÅ0Ï
x0
fÂH¿fÄYÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
λ := Rew(0) =
1
2pi
∫ 2pi
0
Rew(eiτ)dτ
l#fÕ-5
×fÄÇlÄÏf×fÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÌnÊﬀÅ0Ï
x0
ÕÊ&dÀÏfÍÄsÂH¿fÄpÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ
w˜
ÐÀnÂH¿ÐÀÏf×fÀÏfÔÃÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
ÍÅ	Ø0ÄË
M˜
ÀÏÎ
ÁÍC¿fÌÀÍC¿7ÂÉÎ]ÏfÏfÄË4Ð4Ä¹×fÄËÀnØ0ÄpÂH¿Î2Â=ÂH¿fÄFÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
x0 7→ λ ÀÁ4ÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍﬃÎ]ÌlÎ]Ïf×TÀÏA@ÄÍzÂHÀnØ0Ä]Õ&dÀÏfÍÄ
w˜
ÂHÄÏf×fÁ=ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊ³ÂHÅ
0
ÀnÈ
z˜0 → 0  Rew ÂHÄÏf×fÁ=ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊÃÂHÅ ±∞ ÀnÈ x0 → ±∞ ÕhÖsÄÏfÍÄ¹Î]ÌÁÅ
λ→ ±∞ ÈMÅ0Ë x0 → ±∞ $Î]Ïf×ÂH¿fÄYÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ x0 7→ λ ÀÁ=ÂH¿!ÆfÁsÁÆfË @ÄÍzÂHÀnØ0Ä]Õ
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×fÀ£øÄËÄÏ7ÂuÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ
w1, w2
ÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]ÂuÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊ
Rew1(t) < Rew2(t)
ÈMÅ0ËuÎ]ÌÌ
t ∈ T Î]Ïf× Rew1(0) =
λ = Rew2(0)
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Î]ËÅ0ÆfÏf×aÎTËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×Ú×fÄÈ¥ÏfÄ×aÀÏÁÄÍzÂHÀÅ0Ï¨,Õ('dÕ0ÕÐ¢kÄzÂ
t0, t1, t2 ∈ T ÙlÄÀÏÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄË`
ÍÌÅdÍCÞ7ÐÀÁÄ³Å0Ë×fÄËpÅ0Ï
T
øÌÄzÂ
x1, x2 ∈ R Î]Ïf×ÚÌÄzÂ w1, w2 ∈ H∞ ∩ C ÙlÄ~ÂH¿fÄ³ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁsÅ]È¤l#fÕA
ÐÀnÂH¿
Rew1(t1) = x1,Rew2(t2) = x2
ÕÓaÄÁHÎﬃÊÂH¿Î2Â
t0, t1, t2 ∈ T Î]Ïf× x1, x2 ∈ R Î]ËÄﬀÀÏ
ª§2¢ø§2©?§2¢¡N¦H£ ÂU§7ÇJÉ!¬ÈÇ
ÀnÈ
Rew1(0) < Rew2(0)
Õ+ïÈøÅ0ÏêÂH¿fÄ³ÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]Ë%Ê

Rew1(0) > Rew2(0)
Ð4Ä
ÁÇlÄﬃÎ]ÞTÅ]È
t0, t1, t2 ∈ T Î]Ïf× x1, x2 ∈ R ÂHÅÙlÄYÀÏ £]¢©Ý¡vª§2¢ø§2©?§2¢¡N¦H£ Â§7ÇJÉ!¬ÈÇ Õ
+?Ï ÂH¿fÄÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ ÀnÂTÐÀÌÌpÂHÆfËÏÅ0Æ,ÂÂH¿Î2ÂÂH¿fÄaÖpÎ]Ë×,Ê ÁÇÎ]ÍÄÁKÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÀÏfÔÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÎ]ËÄ
×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÄ×Ù7ÊÂH¿fÄêÎ]ÏfÔ0ÌÄ
α0
ÈMÅ0ËÉﬀÄ×Ù7ÊÂH¿fÄKÂ?Ð4ÅaËHÎﬃÊdÁﬀÐÀnÂH¿ÁÌÅ0ÇlÄÁ
b+(t0)
Î]Ïf× −b−(t0) 
ËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØdÌnÊ
uÀNÕ Ä]ÕÂH¿fÄTÙlÄ¿ÎﬃØdÀÅ0ÆfË³Å]È
f
ÀÏaÂH¿fÄÇlÅ0ÀÏ7Â
t0
ÀÁ³ÍËÆfÍÀWÎ]ÌAÈMÅ0ËÃÂH¿fÄÖpÎ]Ë×,Ê ÍÌWÎ]ÁÁuÁÄÄ
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ >,Õ ¾¿fÀÁﬀÀÁﬀ×fÆfÄKÂHÅÂH¿fÄKÈÝÎ]ÍzÂﬀÂH¿Î2ÂÅ0ÆfËﬀÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ.ÐÀÌÌ¿ÎﬃØ0ÄÎ@ÆfÉﬀÇÇlÅ0ÀÏ7ÂÎ2Â
t0
Õ
sÆfÉﬀÄËÀÍﬃÎ]ÌÌnÊ

α0
ÍﬃÎ]ÏKÙlÄYÍÅ0ÉﬀÇfÆ,ÂHÄ×Ù7Ê
α0 :=

arccos
−1− b−(t0)b+(t0)√
1 + b−(t0)2
√
1 + b+(t0)2
ÀnÈ
b−(t0) ≤ b+(t0)
2pi − arccos −1− b
−(t0)b
+(t0)√
1 + b−(t0)2
√
1 + b+(t0)2
ÀnÈ
b−(t0) > b
+(t0)
l#fÕ>5
ÐÀnÂH¿
arccos : [−1, 1] → [0, pi] Õ
Ù-Ú
Û Ü
f (t0, .)
α0
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ >,ÕŁf¾¿fÄY×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏÎ2ÂHÀÅ0ÏTÅ]È*ÂH¿fÄ~ÖpÎ]Ë×,ÊTÁÇÎ]ÍÄ~Å]ÈUÎ.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï

êAêë~îî²
¬z©
f : T × R → R Û[¬¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅÈÂÚÙBÉ]¡ F¬ÈÇH¬z¢©Ý¡Ý£5ÛÂ¬DÅz¥¦iÆ©ËÆf£]©©ËÆ¬ÂL¡vª.¡v©ËÅ
l#fÕ
A=Dl#fÕ

=l#fÕ5
¬JÃ0¡;Åz©~¥d¢¡ Ìﬃ§7Ç[ªÂÚÙ¡v¢
t
ó
	
Æ¬z¢Ìﬃ§7Ç
t0, t1, t2 ∈ T £]¢É x1, x2 ∈ R ¡v¢
ª§2¢ø§2©?§2¢¡N¦H£ Âk§7ÇJÉ!¬ÈÇF©ËÆ¬ÈÇH¬Y¡;Å~£¥d¢¡Ý¤¥¬¤Æ§7Â§2ª§7ÇIÁﬁÆd¡N¦"Ì[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢
w = u+ iv
©ËÆf£]©u¡;ÅÃ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å
§2¢
D \ {t0} ò Åﬃ£]©Ý¡;Å=¬iÅ l#fÕA Ìﬃ§7ÇÃ£ ÂËÂ t ∈ T \ {t0} ò
Rew(t1) = x1, Rew(t2) = x2, lim
t→t0
|w(t)| = ∞, l#fÕ   
£]¢É
w(D) ⊂ Wα,c ∪ {Im z > 0}


ÑÒqÒÓ
uQj;mlÕimIq
p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo
Ìﬃ§7Ç
α > 2
pi
arctanB
ñ"Æ¬ÈÇH¬
B := maxt∈T{|b+(t)|, |b−(t)|} ò £]¢ÉKÅ	§2ª¬ c ∈ R
óëÅ
§7ÇH¬C§7Î]¬ÈÇ
ò
w ∈ Hp Ìﬃ§7Ç p < pi/α0 ñ"Æ¬ÈÇH¬ α0 ¡;Å¤Í]¡ËÎ]¬z¢ºÛÙ l#fÕ>5
ó
ð
Ì
ò
§2¢©ËÆ¬¦C§2¢©sÇ£ Ç=Ù
ò t0, t1, t2 ∈ T £]¢É x1, x2 ∈ R £ ÇH¬¡v¢£]¢©Ý¡vª§2¢ø§2©?§2¢¡N¦H£ Â4§7ÇJÉ!¬ÈÇ ò ©ËÆ¬z¢
©ËÆ¬ÈÇH¬¡;Å£¥d¢¡Ý¤¥¬KÆ§7Â§2ª§7ÇIÁﬁÆd¡N¦Ì[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢
w = u + iv
©ËÆf£]©¡;Åa¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Åa§2¢
D \ {t0} ò
Åﬃ£]©Ý¡;Å=¬iÅ
l#fÕA
Ìﬃ§7Ç£ ÂËÂ
t ∈ T \ {t0} ò l#fÕ    ò w(D) ⊂ Wα,c ∪ {Im z < 0} ò £]¢É w ∈ Hp Ìﬃ§7Ç
p < pi/(2pi − α0)
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ ÓaÄÚÁÆfÇfÇlÅ0ÁÄêÂH¿Î2Â
t0, t1, t2 ∈ T Î]Ïf× x1, x2 ∈ R Î]ËÄêÀÏÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍﬃÎ]ÌÅ0Ë×fÄËÎ]Ïf×
ÂH¿Î2Â
Im z0 < 0
Õ
¡
×fÅ0Ç,ÂHÀÏfÔﬀÂH¿fÄ³ÏfÅ]ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏKÈMËÅ0É#ÂH¿fÄ³ÇfËÅdÅ]ÈuÅ]ÈUÂH¿fÄ³ÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔTÌÄÉﬀÉÎ*Ð4Ä³ÍﬃÎ]Ï
ÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄ¹ÈMÅ0Ë
ε > 0
Nε := {(t, s) ∈ T2 : |s− s′| ≤ ε ÈMÅ0Ë s′ ∈ T ÐÀnÂH¿ µ(t, s′) = 0}.
¡
ÁÀÉﬀÀÌWÎ]ËÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÀÅ0ÏÎ]Á¹ÀÏêÂH¿fÄ.ÇfËÅdÅ]ÈuÅ]È ¢kÄÉﬀÉÎÐ#fÕ #fÕ

Î]ÌÌÅ	ÐÁpÆfÁFÂHÅTÍC¿fÅdÅ0ÁÄ³ÇÎ]ËHÎ]ÉﬀÄzÂHÄËÀ©`
ﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ
µε : T
2 → C Å]ÈÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏTÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ
M ε := {(t, µε(t, s)) : t, s ∈ T}
ÐÀnÂH¿
µε(t, s) = µ(t, s) ∀(t, s) ∈ T2 \Nε
Î]Ïf×
∀γ > 0 ∃ε > 0 : µε(Nε) ⊂ γD.
ì ì
í í
γD
0
M εt0
z˜0 = w˜
ε
t0
(t0)
M˜t0 îMï
ð ñ
xÀÔ0ÆfËÄ#fÕ

ÕŁf¾¿fÄYÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ
M ε
Î]ÇfÇfËÅr!,ÀÉÎ2ÂHÀÏfÔ
M˜
&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄ¹ÂH¿Î2ÂÈMÅ0Ë
s ∈ T ÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ w˜εs, w˜s
Î]ËÄ¹ÂH¿fÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ=Å]È
w˜εs(t) ∈M εt ,
Î]Ïf×
w˜s(t) ∈ M˜t,


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ÐÀnÂH¿TÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Î]Ïf×TÂH¿fÄYÁÀ×fÄYÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁ
w˜εs(t0) = µε(t0, s),
Î]Ïf×
w˜s(t0) = µ(t0, s),
ËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ0ÕhÓaÄYÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄYÏfÅ	Ð ÂH¿fÄY¿fÅ0ÉﬀÄÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÁÉﬀÁ
hε : T
2 →M ε, (t, s) 7→ (t, w˜εs(t)),
h : T2 → M˜, (t, s) 7→ (t, w˜s(t)).
¢kÄzÂFÈMÆfË%ÂH¿fÄË
z˜j := T (tj, xj)
ÈMÅ0Ë
j = 1, 2
Ð¿fÄËÄ
T
ÀÁsÂH¿fÄÃÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÅ0ËÉÎ2ÂHÀÅ0Ïl#fÕA
=øÎ]Ïf×
z˜0 :=
µε(t0, s)
ÈMÅ0Ë¹ÁÅ0ÉﬀÄ
s ∈ T ÐÀnÂH¿ (t0, s) ∈ Nε/2 Õ~Ó ÀnÂH¿fÅ0Æ,Â¹ÌÅ0ÁÁFÅ]ÈAÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀnÂ?ÊKÐ4ÄÍﬃÎ]ÏÎ]ÁÁÆfÉﬀÄ
ÂH¿Î2Â
µ(1, 1) = 0
Î]Ïf×
tj = e
iτj , j = 0, 1, 2
ÐÀnÂH¿
0 = τ0 < τ1 < τ2 < 2pi
pÎ]Ïf×úÂH¿Î2Â
µε(1, 1) = z˜0
ÕsÓaÄÃÍﬃÎ]ÏÍC¿fÅdÅ0ÁÄ
εn > 0
ÁÅÁÉÎ]ÌÌkÂH¿Î2Â
z˜1 ∈ M˜t1 ∩M εt1 , z˜2 ∈ M˜t2 ∩M εt2
Î]Ïf×
ÂH¿Î2Â
hεn(t, s) = h(t, s) ∀t, s ∈ T, | arg s| ≥
1
n
.
¾¿fÄÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁYÈMÅ0Ë
t0, t1, t2 ∈ T Î]Ïf× x1, x2 ÂHÅÚÙlÄÀÏaÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍﬃÎ]ÌuÅ0Ë×fÄËÃÔ0ÆÎ]ËHÎ]Ï7ÂHÄÄÂH¿Î2Â
(t0, z˜0), (t1, z˜1), (t2, z˜2)
ÂHÆfËÏÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÍÌÅdÍCÞ7ÐÀÁÄêÎ]ËÅ0ÆfÏf×
M ε
Õ¾¿fÄÅ0ËÄÉ ,Õ('dÕ

ÏfÅ	Ð ÂHÄÌÌÁ.ÆfÁ
ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄËÄÃÎ]ËÄ¹ÆfÏfÀ;!ÆfÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ
ωn ∈ H∞ ∩ C Å]È
ωn(t) ∈M εnt
ÐÀnÂH¿
ωn(tj) = z˜j
ÈMÅ0Ë
j = 0, 1, 2
Î]Ïf×TÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
1
Î]ÙlÅ0Æ,Â
M εn
Õª+ïÈ
ϕ := pr2 ◦ h−1 : M˜ → T
ϕε := pr2 ◦ h−1ε : M ε → T
Î]Ïf×ÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
gn : [0, 2pi) → [0, 2pi) Î]ËÄYÔ0ÀnØ0ÄÏÙ7Ê
gn(τ) := argϕεn(
Ä
ä
τ , ωn(
Ä
ä
τ )),
ÂH¿fÄÏ
gn
Î]ËÄ4ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁuÎ]Ïf×³ÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍﬃÎ]Ì7ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÐÀnÂH¿
gn(τ0) = 0

gn(τ1) = argϕ(t1, z˜1)

gn(τ2) = argϕ(t2, z˜2)
ÕªAÊﬀÖsÄÌÌnÊ ÁuÁÄÌÄÍzÂHÀÅ0ÏÂH¿fÄÅ0ËÄÉB7ÂH¿fÄËÄsÀÁuÁÅ0ÉﬀÄsÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄFÐ¿fÀÍC¿Ð4Ä
×fÄÏfÅ]ÂHÄ~ÈMÅ0ËÂH¿fÄÃÁHÎ]Þ]Ä³Å]ÈhÁÀÉﬀÇfÌÀÍÀnÂ?ÊTÎ]ÌÁÅÙ7Ê
gn
øÎ]Ïf×êÐ¿fÀÍC¿ÚÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÁFÇlÅ0ÀÏ7Â?ÐÀÁÄ lÁÅÂH¿Î2ÂsÐ4Ä
ÍﬃÎ]ÏKÁÄzÂ
g(τ) := lim
n→∞
gn(τ)
ÂHÅÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏKÎ.ÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍﬃÎ]ÌlÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
g : [0, 2pi) → [0, 2pi] Õ
¢kÄzÂ
τ ∈ [0, 2pi) Õ+ïÈ g(τ) 6= 0 Î]Ïf× g(τ) 6= 2pi ÂH¿fÄÏ
hεn(
Ä
ä
τ , eign(τ)) = h(
Ä
ä
τ , eign(τ))
ÈMÅ0Ë³Î]ÌÌuÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊaÌWÎ]ËÔ0Ä
n
UÏÎ]ÉﬀÄÌnÊÈMÅ0Ë~ÂH¿fÅ0ÁÄ
n
ÈMÅ0Ë~Ð¿fÀÍC¿ 1
n
≤ min{gn(τ), 2pi − gn(τ)} Õ
¾¿fÀÁÀÉﬀÇfÌÀÄÁAÂH¿fÄYÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄ~Å]È
ω(
Ä
ä
τ ) := ψ(
Ä
ä
τ , eig(τ)) = lim
n→∞
ψ(
Ä
ä
τ , eign(τ)) = lim
n→∞
ψn(
Ä
ä
τ , eign(τ)) = lim
n→∞
ωn(
Ä
ä
τ )
 #
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Ð¿fÄËÄ
ψ := pr2 ◦ h, ψn := pr2 ◦ hεn
Õ
+?ÏKÍﬃÎ]ÁÄ
g(τ) = 0
Å0Ë
g(τ) = 2pi
Ð4ÄÃÎ]ÌÁÅÁÄzÂ
ω(
Ä
ä
τ ) := ψ(
Ä
ä
τ , eig(τ)) = ψ(
Ä
ä
τ , 1) = 0.
&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄêÂH¿Î2Â
ωn(
Ä
ä
τ )
×fÅdÄÁÏfÅ]ÂÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄêÂHÅÄËÅaÈMÅ0Ë
n → ∞ Õ¾¿fÄÏ ÂH¿fÄËÄÚÀÁÎ]ÏfÅ]ÂH¿fÄË
ÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
ωnk(
Ä
ä
τ )
Î]Ïf×
γ > 0
ÐÀnÂH¿
|ωnk(
Ä
ä
τ )| ≥ γ ∀k ∈ N.
4Æ,ÂÈMÅ0ËÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊTÌWÎ]ËÔ0Ä
n
Ð4Ä~¿ÎﬃØ0Ä
M εn \ (T× γD) = M \ (T× γD) f¿fÄÏfÍÄ
hεnk (
Ä
ä
τ , eignk(τ)) = h(
Ä
ä
τ , eignk (τ))
ÈMÅ0Ë
k
ÌWÎ]ËÔ0ÄFÄÏfÅ0ÆfÔ0¿PÕu¾¿fÀÁÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
lim
k→∞
ωnk(
Ä
ä
τ ) = lim
k→∞
ψεnk (
Ä
ä
τ , eignk(τ)) = lim
k→∞
ψ(
Ä
ä
τ , eignk (τ)) = ψ(
Ä
ä
τ , 1) = 0.
¾¿fÀÁÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÀÅ0Ï ÇfËÅ	Ø0ÄÁÂH¿Î2ÂTÅ0ÆfËTÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏÐ=Î]ÁÈÝÎ]ÌÁÄÎ]Ïf× Ð4Ä¿ÎﬃØ0ÄÚÂH¿!ÆfÁTÁ¿fÅ	ÐÏ
ÂH¿Î2Â
ω(t) = limn→∞ ωn(t)
ÈMÅ0Ë¹Î]ÌÌ
t ∈ T ÕyxËÅ0É ÜKÅ0Ï7ÂHÄÌ ÁFÂH¿fÄÅ0ËÄÉ Î]Ïf×Ñ*Å0ÀÁÁÅ0ÏM Á¹ÀÏ7ÂHÄÔ0ËHÎ]Ì
ÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎÐ4Ä.ÀÏ,ÈMÄËFÎ]ÁFÀÏÚÉÎ]Ï7ÊKÇfËÅdÅ]ÈMÁFÅ]ÈuÁÄÍzÂHÀÅ0Ïº,Õ('ÂH¿Î2Â
ω(t)
Î]ËÄÃÂH¿fÄ³ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊKØ]Î]ÌÆfÄÁFÅ]È
ÁÅ0ÉﬀÄ¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ³ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ω ∈ H∞ Õ ¡ ÌÁÅKÂH¿fÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊÅ]È ω Å0Ï D ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁYÈMËÅ0É ÂH¿fÄ
Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄsÅ]ÈøÂH¿fÄÅ0ÏfÄ=`?ÁÀ×fÄ×ﬀÌÀÉﬀÀnÂHÁÅ]È
g
Î]Ïf×2¢kÄÉﬀÉÎ

Õ ,Õ ,ÕUÖsÄÏfÍÄ
ω
ÀÁuÎYÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁuÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
Å]ÈPÂH¿fÄ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂhÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
ω(t) ∈ M˜t ÐÀnÂH¿ﬀÐÀÏf×fÀÏfÔ~Ï!ÆfÉ³ÙlÄË 1 Î]ÙlÅ0Æ,Â M˜ ÕªsÅ]ÂHÄsÂH¿Î2Â
ÈMÅ0Ë
t ∈ T, δ > 0
ω(t) ∈ G :=
{
1
z − z0 : Im z ≥ −(B + δ)|Re z| − A(δ)
}
,
Î]Ïf×K¿fÄÏfÍÄ~Ù7Ê¢kÄÉﬀÉÎ

Õ ,Õ #R
ω(D) ⊂ G Õ+?ÏÇÎ]Ë%ÂHÀÍÆfÌWÎ]Ë 0 6∈ ω(D) ,ÁÅÂH¿Î2ÂÐ4ÄYÍﬃÎ]ÏK×fÄÈ¥ÏfÄ
w(z) :=
1
ω(z)
+ z0.
¾¿fÄËÄÀÁ~ÏfÅÚÅ]ÂH¿fÄË~ÇlÅ0ÀÏ7Â
t
ÂH¿Î]Ï
t0
Å0ÏaÂH¿fÄÆfÏfÀnÂÃÍÀËÍÌÄ.ÐÀnÂH¿
ω(t) = 0
ÙlÄÍﬃÎ]ÆfÁÄÀnÈ=ÁÅ
ω(t)
Ð4Å0ÆfÌ×KØ]Î]ÏfÀÁ¿êÅ0ÏÚÎﬀÁÆfÙÎ]ËÍÃÅ]È
T
Å]ÈhÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä~ÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄ]ÕÞﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ

w(z)
¿Î]ÁpÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ
ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê Ø]Î]ÌÆfÄÁÃÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
t 6= t0 hÐ¿fÀÍC¿ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊ ÄzØdÀ×fÄÏ7ÂHÌnÊaÂH¿fÄÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï_l#fÕA[Õ
¡
ÌÁÅﬀÂH¿fÄ~ÁÀ×fÄ~ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁl#fÕ
 
Î]Ïf×
w(D) ⊂ Wα,c ∪ {Im z > 0} ÈMÅ0Ë α = 2pi arctan(B + δ)
Î]ËÄpÍÌÄﬃÎ]ËdÁÅÃÂH¿Î2ÂAÐ4ÄFÏfÄ=!dÂ=¿ÎﬃØ0ÄFÂHÅÃÄÁ%ÂCÎ]ÙfÌÀÁ¿ﬀÂH¿Î2Â
w
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁuÂHÅ~ÂH¿fÄFÖpÎ]Ë×,ÊÁÇÎ]ÍÄpÀÏf×fÀÍﬃÎ2ÂHÄ×
Î]ÙlÅ	Ø0Ä]Õ
xÀ©!
δ > 0
ÈMÅ0Ë=ÂH¿fÄ¹ÂHÀÉﬀÄ¹ÙlÄÀÏfÔfÕÊ&dÀÏfÍÄ
b±
Î]ËÄYÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÂH¿fÄËÄYÀÁsÎ.ÏfÄÀÔ0¿!ÙlÅ0ÆfË`
¿fÅdÅd×
Uε(t0) ⊂ T Å]È t0 ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
b+(t) ≥ b+(t0)− δ
2
, b−(t) ≤ b−(t0) + δ
2
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ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
t ∈ Uε(t0) ÕÊﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ
lÙ7ÊTÂH¿fÄYÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉ Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄ~Å]È*ÂH¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂHÁl#fÕ
A=
f(t, x)
x
≥ b+(t0)− δ ∀t ∈ Uε(t0), x ≥ Cε
f(t, x)
x
≤ b−(t0) + δ ∀t ∈ Uε(t0), x ≤ −Dε
ÐÀnÂH¿ÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂHÁ
Cε, Dε > 0
Õh¾¿fÀÁÉﬀÄﬃÎ]ÏfÁ
f(t, x) ≥ (b+(t0)− δ)x+ aε ∀t ∈ Uε(t0), x ≥ 0
f(t, x) ≥ (b−(t0) + δ)x+ bε ∀t ∈ Uε(t0), x ≤ 0
ÐÀnÂH¿
aε := inf{f(t, x)− (b+(t)− δ)x : t ∈ Uε(t0), 0 ≤ x ≤ Cε} ∪ {0},
bε := inf{f(t, x)− (b−(t) + δ)x : t ∈ Uε(t0),−Dε ≤ x ≤ 0} ∪ {0}.
&dÀÏfÍÄ¹ÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊØ]Î]ÌÆfÄÁÅ]È
w
ÌÀÄFÅ0ÏTÂH¿fÄYËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÍÆfË%Ø0ÄÁ$Ð4ÄY¿ÎﬃØ0ÄYÈMÅ0Ë
t ∈ T \ {t0}
w(t) ⊂ Gδ := {x+ iy : x ≥ 0, y ≥ (b+(t0)− δ)x + min(aε, bε, cε, dε)}
∪ {x+ iy : x ≤ 0, y ≥ (b−(t0) + δ)x + min(aε, bε, cε, dε)}
Ð¿fÄËÄ
cε := min
t∈T\Uε(t0)
v(t)− (b+(t0)− δ)x, dε := min
t∈T\Uε(t0)
v(t)− (b+(t0) + δ)x.
¾¿fÄYÂ?Ð4ÅﬀËHÎﬃÊdÁÈMÅ0ËÉﬀÀÏfÔ³ÂH¿fÄ¹ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÅ]È
Gδ
ÉÎ]Þ]Ä¹ÆfÇÂH¿fÄ~Î]ÏfÔ0ÌÄ
αδ :=

arccos
−1− (b−(t0) + δ)(b+(t0)− δ)√
1 + (b−(t0) + δ)2
√
1 + (b+(t0)− δ)2
ÀnÈ
b−(t0) + δ ≤ b+(t0)− δ
2pi − arccos −1− (b
−(t0) + δ)(b
+(t0)− δ)√
1 + (b−(t0) + δ)2
√
1 + (b+(t0)− δ)2
ÀnÈ
b−(t0) + δ > b
+(t0)− δ.
¡
Ï7Ê~ÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]Ì7ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔÅ]È
D
Å0Ï7ÂHÅ
Gδ
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁÂHÅ
Hp
ÈMÅ0Ë*Î]ÌÌ
p < pi/αδ
2ÁÅpÙ7Ê~ÁÆfÙlÅ0Ë×fÀÏÎ2ÂHÀÅ0Ï
w
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁsÂHÅÂH¿fÄ³ÁHÎ]ÉﬀÄ³ÖpÎ]Ë×,ÊêÁÇÎ]ÍÄ]ÕDsÅ]ÂHÀÏfÔﬀÂH¿Î2Â
δ > 0
ÀÁFÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%Ê
$Ð4Ä³ÍﬃÎ]ÏÌÄzÂFÀnÂsÂHÄÏf×
ÂHÅ
0
ÂHÅÚÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏÐ¿Î2Â³¿Î]× ÙlÄÄÏ ÍÌWÎ]ÀÉﬀÄ×PÕ¾¿fÄTÎ]Ï7ÂHÀÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍ.ÍﬃÎ]ÁÄÍﬃÎ]Ï ÙlÄﬀÂHËÄﬃÎ2ÂHÄ× ÀÏÎ]Ï
Î]ÏÎ]ÌÅ0Ô0Å0ÆfÁ=ÉÎ]ÏfÏfÄËÐÀnÂH¿KÎ.ÇlÅ0ÀÏ7Â
z0
ÀÏTÂH¿fÄYÆfÇfÇlÄË¿Î]ÌnÈ*ÇfÌWÎ]ÏfÄ]Õ
xÀÏÎ]ÌÌnÊKÐ4ÄﬀÁ¿fÅ	ÐäÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁ³Å]È=ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÕ¢kÄzÂ
wˆ
ÙlÄﬀÎ]ÏfÅ]ÂH¿fÄË~ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÅ]ÈDl#fÕAFÂH¿Î2Â~ÀÁ
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ¹Å0Ï
D \ {t0} PÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁpÂH¿fÄ.ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁl#fÕ   =øÎ]Ïf× wˆ(D) ⊂ Wα,c ∪ {Im z > 0} Õ
&dÀÏfÍÄ
z0
ÀÁFÏfÅ]ÂFÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÄ×ÀÏêÂH¿fÄ.ËHÎ]ÏfÔ0ÄÃÅ]È
wˆ
øÐ4Ä.ÍﬃÎ]Ï×fÄÈ¥ÏfÄ
w¯(z) := 1/(wˆ(z) − z0) ÕY¾¿fÄ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
ω
Î]Ïf×
w¯
Î]ËÄ³ÙlÅ]ÂH¿ÚÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ¹ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁsÅ]È
w˜(t) ∈ M˜t ÐÀnÂH¿êÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË 1
Î]ÙlÅ0Æ,Â
M˜
ÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿³ÂH¿fÄ4ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
(t0, 0), (t1, z˜1), (t2, z˜2)
Õ
¡
ÂUÂH¿fÀÁÇfÌWÎ]ÍÄAÐ4ÄÎ]ËÄÎ]Ô7Î]ÀÏÃÍÅ0Ï,ÈMËÅ0Ï7ÂHÄ×
ÐÀnÂH¿ÂH¿fÄK×fÀnÛﬀÍÆfÌnÂ?ÊaÂH¿Î2Âr4Î]ÁÉﬀÄÏ7ÂHÀÅ0ÏfÄ×ÙlÄzÈMÅ0ËÄ 4¾¿fÄÅ0ËÄÉ ,Õ

Õ¿Î]ÁÏfÅ]ÂﬀÙlÄÄÏÁ¿fÅ	ÐÏÈMÅ0Ë
ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁUÐÀnÂH¿Î]ÏÄ×fÔ0Ä ,ÙfÆ,Â=ÀnÂAËÄÉÎ]ÀÏfÁuØ]Î]ÌÀ×ÈMÅ0ËAÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁhÈMÅ0ËuÐ¿fÀÍC¿ÂH¿fÄpÌÀÏfÄﬃÎ]ËÊ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`
ÖsÀÌÙlÄË%ÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÀÏ³ÀnÂHÁ*ÇfËÅdÅ]È$¿Î]ÁhÎpÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁUÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌNÕ*¾¿fÀÁUÀÉﬀÇfÌÀÄÁÎ2ÂUÅ0ÏfÍÄ4ÂH¿Î2ÂhÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ

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ÐÀnÂH¿ÃÐÀÏf×fÀÏfÔpÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
1
ÍËÅ0ÁÁÂH¿fÄ4ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÐÀnÂH¿~ÐÀÏf×fÀÏfÔpÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
ÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍﬃÎ]ÌÌnÊ
DÁÅpÂH¿Î2Â
ÂH¿fÄËÄYÀÁÏfÅﬀÅ]ÂH¿fÄËÇlÅ0ÀÏ7ÂÂH¿Î]Ï
t0
ÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿KÙlÅ]ÂH¿
ω
Î]Ïf×
w¯
Î]ËÄ¹Ä!ÆÎ]ÌPÂHÅ
0
Õ¢kÄzÂ
β :=
1
pi
arg
lim
σ→0−0
∂σµ(t0, e
iσ)
lim
σ→0+0
∂σµ(t0, e
iσ)
,
ÀNÕ Ä]Õ
βpi
ÀÁpÂH¿fÄÎ]ÏfÔ0ÌÄÃÅ]ÈuÂH¿fÄ.Ä×fÔ0Ä.Å]ÈuÂH¿fÄ.ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÚÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M˜
Î2Â
t0
Õyﬂ4Å0ÏfÁÀ×fÄË¹ÏfÅ	Ð ÂH¿fÄ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w1(z) := w˜(z)
1/β , w2(z) := w¯(z)
1/β ,
Ð¿fÄËÄﬀÐ4ÄÍC¿fÅdÅ0ÁÄÎKÙfËHÎ]ÏfÍC¿ Å]È4ÂH¿fÄÇlÅ	Ð4ÄË~ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏÂH¿Î2ÂÃÀÁY¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ.ÀÏÂH¿fÄﬀÇfÌWÎ]ÏfÄﬀÁÌÀnÂ
Î]ÌÅ0ÏfÔ³ÂH¿fÄYÏfÄÔ7Î2ÂHÀnØ0ÄYÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%ÊÎA!,ÀÁÕh¾¿fÄÏKÂH¿fÄ¹ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊØ]Î]ÌÆfÄÁÅ]È
w1, w2
ÌÀÄFÅ0Ï
M¯t := {z1/β : z ∈Mt}
ÈMÅ0ËÃÎ]ÌÌ
t ∈ T hÎ]Ïf×aÂH¿fÄÀË~Ô0ËHÎ]Çf¿fÁÃËÆfÏaÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿ (t0, 0), (t1, z˜1/β1 ), (t2, z˜1/β2 )
ÕK¾¿fÄÍÆfË%Ø0ÄÁ
M¯t
ÉﬀÀÔ0¿7ÂA¿ÎﬃØ0ÄpÁÄÌnÈ`?ÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÅ0ÏfÁ!ÙfÆ,ÂAÂH¿fÀÁA×fÅdÄÁAÏfÅ]Â4ÉÎ2ÂÂHÄËÕª&dÀÏfÍÄ
M¯t
Î]ËÄsÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ﬀÍÆfË%Ø0ÄÁ,ÂH¿fÄ
Á%ÂCÎ2ÂHÄÉﬀÄÏ7ÂsÅ]È¾¿fÄÅ0ËÄÉ,Õ

ÕYÀÁ=ÂHËÆfÄ ¿fÄÏfÍÄ
w1 = w2

w˜ = w¯
$Î]Ïf×
w = wˆ
Õ
&dÀÏfÍÄhÂH¿fÄAÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔÂH¿fÄÅ0ËÄÉ¯ÍﬃÎ]ÏÃÙlÄuÀÏ7ÂHÄËÇfËÄzÂHÄ×³Î]ÁÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀ;ﬃÎ2ÂHÀÅ0Ï¹Å]Èf¾¿fÄÅ0ËÄÉ,,Õ('dÕ

2ÀnÂÀÁ
ÏÎ2ÂHÆfËHÎ]Ì,ÂHÅ~Î]ÁÞ³Ð¿fÄzÂH¿fÄËAÎ]ÌÁÅY¾¿fÄÅ0ËÄÉ ,Õ('dÕÇlÄËÉﬀÀnÂHÁhÎ¹Ô0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀ;ﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏÃÂHÅYÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂhÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÕ
+?Ïf×fÄÄ×MUÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁFÐÀnÂH¿Nu?¿fÀÔ0¿fÄË¹ÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄËuﬀÎ]Ïf×aÉﬀÅ0ËÄÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÚÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ~ÍﬃÎ]ÏÙlÄ
ÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÄ×MhÙfÆ,Â³ÁÀÏfÍÄﬀÂH¿fÄÏfÄÍÄÁÁHÎ]Ë%ÊaÂHÄÍC¿fÏfÀ;!ÆfÄ×fÅdÄÁ³ÏfÅ]Â³ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏ Î]Ï7Ê!ÂH¿fÀÏfÔÚÏfÄzÐDUÐ4ÄÐÀÌÌ
ÏfÅ]ÂÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ2ÂHÄ¹Î]Ïf×KÇfËÅ	Ø0Ä~ÁÆfÍC¿ÚÎ.ËÄÁÆfÌnÂﬃÕ
+ïÈÂH¿fÄYÅ0ÇlÄÏfÀÏfÔÎ]ÏfÔ0ÌÄ
αpi
Å]È*ÂH¿fÄ~×fÅ0ÆfÙfÌÄYÁÄÍzÂHÅ0Ë
Wα,c
ÀÁÁÉÎ]ÌÌÄË4ÂH¿Î]Ï
pi/2
fÂH¿fÄÃÎ]×f×fÀnÂHÀÅ0ÏÎ]Ì
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ³Î]ËÄÂ?ÊdÇfÀÍﬃÎ]ÌÌnÊÀÏ|uïÐ4Å0ËÁÄ=uTÖpÎ]Ë×,Ê ÍÌWÎ]ÁÁÄÁ³ÂH¿Î]ÏÂH¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÃÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÄ×Î2Â³ÂH¿fÄ
ÙlÄÔ0ÀÏfÏfÀÏfÔÅ]ÈhÂH¿fÀÁFÁÄÍzÂHÀÅ0ÏMPÁÅÂH¿Î2Â¹ÀÏêÂH¿fÀÁFÍﬃÎ]ÁÄ³Ð4Ä.ÍﬃÎ]ÏÄzØ0ÄÏÍÌWÎ]ÀÉ ÂH¿Î2ÂFÂH¿fÄ.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁFÎ]ËÄ
ÆfÏfÀ;!ÆfÄÀÏ
H2
Õ
¡
×f×fÀnÂHÀÅ0ÏÎ]ÌÌnÊ
]ÎFÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏÃÅ0Ï³ÂH¿fÄÉﬀÅd×fÆfÌÄAÅ]ÈlÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊÃÄ=!,ÍÌÆf×fÄÁuÅ0ÁÍÀÌÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ
Å]È
f
Ð¿fÄÏKÂH¿fÄYÁÄÍÅ0Ïf×ÚÎ]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7ÂÂHÄÏf×fÁÂHÅ ±∞ Õ

êAêë~îî
¬z©
f : T × R → R Û[¬£ ¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5ÅyÌ[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢Xñh¡v©ËÆ l#fÕ -5 Ìﬃ§7ÇBÅ	§2ª¬
B ∈ (0, 1) ò £]¢É
ω(δ) ≤ A+ δ ∀δ ∈ R+
Ìﬃ§7ÇY©ËÆ¬~ª§rÉ]¥Â¬³§ÌÃ¦C§2¢©Ý¡v¢¥d¡v©sÙ
ω(δ) := sup
t∈T,|x−y|≤δ
|f(t, x)− f(t, y)|,
£]¢ÉÞÅ	§2ª¬s¦C§2¢*Åz©ï£]¢©
A > 0 ò
£]¢ÉÂ¬z©
λ ∈ R
ó
	
Æ¬z¢
ò
©ËÆ¬
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©nÁÇH§
ÛÂ¬zª
l#fÕA=l#fÕ


¡;Å~¥d¢¡Ý¤¥¬ÈÂÚÙÅ	§7ÂÚÎ2£5ÛÂ¬¹¡v¢
H2
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕF¾¿fÄ.Ä=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄ.Å]ÈuÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁpÀÁpÞ!ÏfÅ	ÐÏÈMËÅ0É ¾¿fÄÅ0ËÄÉ #fÕ #fÕ
lÐ4Ä.Å0ÏfÌnÊK¿ÎﬃØ0Ä³ÂHÅÍﬃÎ]ËË%Ê
Å0Æ,ÂÂH¿fÄYÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁpÇÎ]Ë%ÂﬃÕ
¢kÄzÂ
w1, w2 ∈ H2 ÙlÄFÂ?Ð4ÅÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÕU¾¿fÄÏ w := w1 − w2 ∈ H2 ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
w(t) ∈ G := {z ∈ C : |Im z| ≤ ω(|Re z|)} Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T.
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¡
ÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌUÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
ω1
Å]È
D
Å0Ï7ÂHÅ
G1 := {z ∈ C : Im z ≥ ω(|Re z|)} ×fÅdÄÁYÏfÅ]Â~ÙlÄÌÅ0ÏfÔ
ÂHÅ
H2
ÁÀÏfÍÄ
ω2 ≺ ω1 ÈMÅ0Ë¹ÎÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]Ì*ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ ω2 Å]È D Å0Ï7ÂHÅÂH¿fÄ³ÁÄÍzÂHÅ0Ë {z ∈ C : Im z ≥
A+ |Re z|} ÐÀnÂH¿ ω1(0) = ω2(0) ,Î]Ïf× ω2 6∈ H2 Õ¢kÄÉﬀÉÎ  Õ ,Õ('¹ÀÉﬀÇfÌÀÄÁUÂH¿Î2Â w(D) ⊂ C \G1 Õ
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ËÔ0ÆfÀÏfÔÀÏÎ]Ï Î]ÏÎ]ÌÅ0Ô0Å0ÆfÁÐ=ÎﬃÊ ÐÀnÂH¿ ÂH¿fÄ×fÅ0ÉÎ]ÀÏfÁÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÄ× Ù7Ê ÂH¿fÄÔ0ËHÎ]Çf¿Å]È −ω pÐ4Ä
ÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄ
w(D) ⊂ G $Î]Ïf×¿fÄÏfÍÄ w1 = w2 Õ
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ÓaÄÂHÆfËÏﬀÂHÅYÂH¿fÄÍﬃÎ]ÁÄpÅ]ÈPÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂÊ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂUÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁuÎ]Ïf×Î]ÁÞ³Ð¿fÄzÂH¿fÄËAÂH¿fÄÄ=!dÂHËÄÉÎ]Ì
ÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄÁÈMÅ0ËsÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÐÀnÂH¿ÚÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂpËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏKÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ=ÈMËÅ0ÉÁÄÍzÂHÀÅ0Ï,Õ ¿ÎﬃØ0Ä³ÍÅ0ÆfÏ`
ÂHÄËÇÎ]Ë%ÂHÁÈMÅ0ËÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÕ
¢kÄzÂ
A ⊂ O(D) ÙlÄsÎYÁÄzÂ4Å]ÈlÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁhÐÀnÂH¿ﬀÏfÅ0Ï7ÂCÎ]ÏfÔ0ÄÏ7ÂHÀWÎ]ÌÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê³Ø]Î]ÌÆfÄÁAÎ]ÌÉﬀÅ0Á%ÂhÄzØ0ÄË%Ê5`
Ð¿fÄËÄ³Å0Ï
T
ÕÞ+?ÏêÌWÎ2ÂHÄËpÎ]ÇfÇfÌÀÍﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ
A
ÐÀÌÌÎ]ÌnÐ=ÎﬃÊdÁpÙlÄ³ÎﬀÁÆfÙfÁÄzÂ¹Å]ÈhÁÅ0ÉﬀÄÃÖpÎ]Ë×,ÊKÁÇÎ]ÍÄ]Õ¤xÅ0Ë
Îy¥*!,Ä×KÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f : T× R → R Ð4Ä~ÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄFÂH¿fÄYÁÄzÂHÁ
A+ := {w+ = u+ + i v+ ∈ A : v+(t) ≥ f(t, u+(t)) Î,Õ Ä]ÕfÅ0Ï T}
Å]È
¥Á5Á¬ÈÇªÌ[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢*Å
w+
Î]Ïf×
A− := {w− = u− + i v− ∈ A : v−(t) ≤ f(t, u−(t)) Î,Õ Ä]ÕfÅ0Ï T}
Å]È
Â§7ñ4¬ÈÇÌ[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢*Å
w−
Õª+?ÏÂH¿fÀÁÍÅ0Ï7ÂHÄ=!dÂ
f
ÐÀÌÌøÁÅ0ÉﬀÄzÂHÀÉﬀÄÁ=ÙlÄYËÄzÈMÄËËÄ×ÂHÅÎ]ÁÂH¿fÄ
Å	¬dÁf£ Ç£]©Ý¡v¢Í
Ì[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢
Õ
?FÆfËAÔ0Å7Î]ÌÀÁuÂHÅ~ÍÅ0ÉﬀÇÎ]ËÄsÀÏﬀÁÅ0ÉﬀÄsÁÄÏfÁÄpØ]Î]ÌÆfÄÁAÅ]ÈkÆfÇfÇlÄËuÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ4Î]Ïf×ÌÅ	Ð4ÄËuÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ4Î2Â
ÀÏfÏfÄËÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÅ]È
D
Õª+?ÏKÅ0Ë×fÄË=ÂHÅﬀÉÎ]Þ]ÄFÂH¿fÀÁÇfËÄÍÀÁÄYÐ4ÄYÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄ¹ÂH¿fÄ
Ç£]¢Í!¬iÅ³§ÌÎ2£ ÂL¥¬iÅ
R+ := {w+(0) ∈ C : w+ ∈ A+} Î]Ïf× R− := {w−(0) ∈ C : w− ∈ A−}.
xÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ~ #57=Ð4ÄKÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄÂ?Ð4Å×fÀ£øÄËÄÏ7ÂﬀÍÅ0ÏfÍÄÇ,ÂHÁÕÓaÄÁHÎﬃÊ ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ
ñ4¬H£-Å	¬dÁf£ Ç£]©Ý¡N§2¢
ÁÇ[¡v¢ø¦z¡ ÁÂ¬
¿fÅ0Ì×fÁÈMÅ0Ë=ÂH¿fÄYÍÌWÎ]ÁÁ
A
ÐÀnÂH¿ËÄÁÇlÄÍzÂsÂHÅ
f
ÀnÈ
w+ ∈ A+, w− ∈ A−, u+(0) = u−(0) ⇒ v+(0) ≥ v−(0).
+ïÂÂHÆfËÏfÁÅ0Æ,ÂÂH¿Î2ÂUÀÏÃÁÅ0ÉﬀÄAÍﬃÎ]ÁÄÁhÉ³ÆfÍC¿³ÉﬀÅ0ËÄAÍﬃÎ]Ï³ÙlÄ4ÁHÎ]À×PÕ*ÓaÄ4ÁÇlÄﬃÎ]ÞYÅ]ÈÂH¿fÄ
Åz©sÇH§2¢ÍÅ	¬dÁf£ Ç£]©Ý¡N§2¢
ÁÇ[¡v¢ø¦z¡ ÁÂ¬
ÂHÅ¿fÅ0Ì×ÈMÅ0Ë4ÂH¿fÄ¹ÍÌWÎ]ÁÁ
A
ÐÀnÂH¿TËÄÁÇlÄÍzÂÂHÅ
f
ÀnÈÂH¿fÄFÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÃÀÉﬀÇfÌÀÍﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁuÎ]ËÄFÂHËÆfÄ Ł
MÀË¾¿fÄËÄ~ÀÁÁÅ0ÉﬀÄFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
g : R → R ÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÏfÔ.ÂH¿fÄYËHÎ]ÏfÔ0ÄÁÅ]È*Ø]Î]ÌÆfÄÁÀNÕ Ä]Õ
R+ = {u+ iv ∈ C : v ≥ g(u)}, R− = {u+ iv ∈ C : v ≤ g(u)}.
MÀÀË2+ïÈ
w+ ∈ A+, w− ∈ A− Î]Ïf× w+(0) = w−(0) ,ÂH¿fÄÏ w+ = w− Õ
+?ÏÂH¿fÄÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ¹Ð4ÄFÔ0ÀnØ0ÄsÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁAÅ0Ï
f
Ð¿fÀÍC¿ÄÏfÁÆfËÄpÂH¿Î2ÂAÂH¿fÄÁÄFÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄÁ
¿fÅ0Ì×ÀÏﬀÁÄzØ0ÄËHÎ]ÌøÍÌWÎ]ÁÁÄÁ
A
Î]Ïf×ÇfËÄÁÄÏ7ÂÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄÁ4Ð¿fÄËÄsÂH¿fÄzÊﬀÈÝÎ]ÀÌNÕ*¾¿fÄÁÄFËÄÁÆfÌnÂHÁ=Î]ËÄ
ÇfÆfÙfÌÀÁ¿fÄ×ÀÏ¨~ #57NÕ

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Ì
f : T × R → R ¡;ÅÛ[§2¥d¢É!¬{É£]¢ÉbÁl¡N¬C¦C¬Èñh¡;Å	¬¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å ò ©ËÆ¬z¢©ËÆ¬yñ4¬H£-
Å	¬dÁf£ Ç£]©Ý¡N§2¢ÐÁÇ[¡v¢ø¦z¡ ÁÂ¬Æ§7ÂÉAÅªÌﬃ§7Ç
H∞
ñh¡v©ËÆBÇH¬iÅdÁ¬C¦z©u©?§
f
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕsÓaÄ¥*!êÂ?Ð4ÅÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w+ ∈ A+ Î]Ïf× w− ∈ A− ÐÀnÂH¿ Rew+(0) = Rew−(0) Õ&dÀÏfÍÄ
A = H∞
0ÙlÅ]ÂH¿³ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁuÎ]ËÄ=ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×Ù7Ê³ÁÅ0ÉﬀÄÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7Â
C > 0
Õ¾¿fÄËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0Ï.Å]È
f
Å0Ï7ÂHÅ
(T \ {t1, . . . , tn}) × [−C,C] lÐ¿fÄËÄ {t1, . . . , tn} ÀÁpÂH¿fÄ³Ä=!,ÍÄÇ,ÂHÀÅ0ÏÎ]ÌUÁÄzÂ¹Å]È f øÀÁFÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊ
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÁÆfÍC¿KÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ
ª§rÉ]¥Â¬³§ÌÃ¦C§2¢©Ý¡v¢¥d¡v©sÙÐñh¡v©ËÆBÇH¬iÅdÁ¬C¦z©A©?§ﬀ©ËÆ¬Å	¬C¦C§2¢ÉÐÎ2£ Ç[¡Ý£5ÛÂ¬
ω(δ) := sup{|f(t, x)− f(t, y)| : t ∈ T, x, y ∈ [−C,C], |x− y| < δ},
ÀÁ4Ð4ÄÌÌ©`?×fÄÈ¥ÏfÄ×TÅ0Ï
R+
Õh¾¿fÄFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ω
ÀÁ=ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÎ]Ïf×ÏfÅ0Ï`?ÏfÄÔ7Î2ÂHÀnØ0ÄFÎ]Ïf×ÂHÄÏf×fÁÂHÅyÄËÅ
Î]Á
δ → 0 + 0 Õ
¢kÄzÂ
G+ := {x + iy ∈ C : |x| < 2C, −ω(|x|) < y < 2C}.
+ïÈ
w+ ∈ A+ Î]Ïf× w− ∈ A− ÂH¿fÄÏ w+(t) ÌÀÄÁUÀÏÃÂH¿fÄÍÌÅ0ÁÆfËÄÅ]È$ÂH¿fÄÁ¿fÀnÈvÂHÄ××fÅ0ÉÎ]ÀÏ G+−w−(t)
Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂhÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄpÅ0Ï
T
!ÁÄÄÞxÀÔ0ÆfËÄ×'dÕ0Õﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ
w := w+−w− ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ w(t) ∈ G+
G+ − w−(t)
u
w+(t)
v = f (t, u)
w−(t)
v
xÀÔ0ÆfËÄD'dÕ0ÕŁf¾¿fÄ~×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
G+ − w−(t)
Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂhÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄFÅ0Ï
T
ÕªAÊÐ¢kÄÉﬀÉÎ

Õ ,Õ #¹ÂH¿fÀÁhÀÉﬀÇfÌÀÄÁ*ÂH¿Î2Â
w(0) ∈ G+ Õª&dÀÏfÍÄ Rew(0) =
0
Î]Ïf× ÁÀÏfÍÄÂH¿fÄTÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÅ0Ï Å]È
G+
ÐÀnÂH¿aÂH¿fÄÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%ÊÎA!,ÀÁ³ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁÃÅ0ÏfÌnÊaÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ~ÐÀnÂH¿
ÎêÏfÅ0Ï`?ÏfÄÔ7Î2ÂHÀnØ0ÄÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%ÊÇÎ]Ë%ÂrÂH¿fÀÁÃÀÁÃÅ0ÏfÌnÊÇlÅ0ÁÁÀÙfÌÄÀnÈ
Imw(0) ≥ 0 Ð¿fÀÍC¿ÇfËÅ	Ø0ÄÁ³ÂH¿fÄ
ËÄÁÆfÌnÂﬃÕ
¾¿fÄËÄ.Î]ËÄÃÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿êÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÚÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
f : T × R → R lÈMÅ0ËÐ¿fÀÍC¿ÚÂH¿fÄÃÐ4ÄﬃÎ]ÞKÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÅ0Ï
ÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄ=×fÅdÄÁhÏfÅ]Âu¿fÅ0Ì×ÀÏ
Hp
ÀnÈ
p ∈ [1,∞) Õ ¡ ÏﬀÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄ=ÍﬃÎ]ÏﬀÙlÄÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÄ×ÀÏ.ÉﬀÅd×fÀnÈvÊdÀÏfÔ
ÂH¿fÄÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄÅ]È³ÁÄÍzÂHÀÅ0ÏX#fÕ Å0Ï ÇÎ]Ô0Ä|'

Õ +?Ïf×fÄÄ×MYÌÄzÂ
w1, w2
×fÄÏfÅ]ÂHÄaÎ]Ô7Î]ÀÏúÂH¿fÄ
ÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]Ì*ÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ0ÁFÅ]È
D
Å0Ï7ÂHÅÂH¿fÄ.Á%ÂHËÀÇfÁ
S1
Î]Ïf×
S2
PËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØdÌnÊ0ÕÃÒ"!,ÇfÌÅ0ÀnÂHÀÏfÔºl#fÕ 5=l#fÕ(

Ð4Ä~ÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂsÏfÅ	Ð¯ÎÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×KÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿TÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f : T× R → R ÐÀnÂH¿
f(t,Rew1(t)) = Imw1(t) + 1, f(t,Rew2(t)) = Imw2(t)− 1.
ÈMÅ0Ë
t ∈ T \ {−1, 1} ŁhÀnÈ t 6= ±1 ÍC¿fÅdÅ0ÁÄ f(t, ·) : R → R Î]ÁÎ³ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏTÐÀnÂH¿TÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂ
ÁÆfÇfÇlÅ0Ë%Â=ÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿ÂH¿fÄpÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
w1(t) + i
Î]Ïf×
w2(t)− i MÀÏ7ÂHÄËÇfËÄzÂHÄ×Î]Á4ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÀÏfÔ~ÂHÅ R2 =,Î]Ïf×

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ÈMÅ0Ë
t = ±1 ÁÄzÂ f(t, ·) ≡ 0 Õª+ïÂ=ÀÁ4ÄzØdÀ×fÄÏ7Â4ÂH¿Î2Â4ÂH¿fÀÁ4ÍC¿fÅ0ÀÍÄFÍﬃÎ]ÏÙlÄpÉÎ]×fÄpÁÅÃÂH¿Î2Â f ÀÁAÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿
Î]Ïf× ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×PÕ
¡
ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔÚÂHÅKÂH¿fÄTÎ]ÙlÅ	Ø0ÄÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÀÅ0Ï ÙlÅ]ÂH¿aÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w− := w1 + i
Î]Ïf×
w+ := w2 − i ÙlÄÌÅ0ÏfÔ.ÂHÅ.ÂH¿fÄ~ÀÏ7ÂHÄËÁÄÍzÂHÀÅ0ÏÅ]È A− Î]Ïf× A+ ÕÊ4Æ,ÂÂH¿fÄÏ Imw−(0) = 1 > −1 =
Imw+(0)
,Ð¿fÀÍC¿KÀÁÀÏfÍÅ0ÉﬀÇÎ2ÂHÀÙfÌÄsÐÀnÂH¿TÂH¿fÄ¹Ð4ÄﬃÎ]ÞTÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÅ0Ï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Å]È*ÂH¿fÄ~Î]ÁÁÅdÍÀWÎ2ÂHÄ×B3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉKÕ
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¡v¢
Hp
ñh¡v©ËÆÇH¬iÅdÁ¬C¦z©A©?§
f
Ìﬃ§7ÇÃ£ ÂËÂ
p ∈ [1,∞)
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ+ïÂ4ÀÁAÄﬃÎ]Á%ÊﬀÂHÅÃÁÄÄpÂH¿Î2ÂAÂH¿fÄsÐ4ÄﬃÎ]ÞÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄ¿fÅ0Ì×fÁAÅ0ÏÂH¿fÄpÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁuÅ]ÈPÂH¿fÄ
ÂH¿fÄÅ0ËÄÉKÕ+?Ïf×fÄÄ×MfÀnÈ
w+ ∈ A+, w− ∈ A−, u+(0) = u−(0) !ÂH¿fÄÏÀnÂAÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁ4Î]Á4ÀÏﬀÂH¿fÄpÇfËÅdÅ]ÈkÅ]È
¾¿fÄÅ0ËÄÉ 'dÕ0Õ¹ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ~ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTØ]Î]ÌÆfÄÁÅ]È
w := w+ − w− ÌÀÄYÎ]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄ.ÀÏTÂH¿fÄ
ÍÌÅ0ÁÆfËÄYÅ]È
G+ := {x + iy ∈ C : x ∈ R, y > −ω(|x|)},
Ð¿fÄËÄ
ω
ÀÁ4ÂH¿fÄ¹ÉﬀÅd×fÆfÌÄFÅ]È*ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊÅ]È
f
ÐÀnÂH¿ËÄÁÇlÄÍzÂÂHÅ
u
Õ
¡
ÁÀÏÂH¿fÄ¹ÇfËÅdÅ]È*Å]È*¾¿fÄÅ0ËÄÉ
#fÕ ,Õ #pÂH¿fÀÁÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
w(D) ⊂ G+ Î]Ïf×³ÂH¿fÄ=Ô0ÄÅ0ÉﬀÄzÂHË%Ê~Å]È G+ ÇfËÅ	ØdÀ×fÄÁ Rew(0) ≥ 0 0ÀNÕ Ä]Õ v+(0) ≥
v−(0)
Õ
ÓaÄÁ¿fÅ	ÐäÂH¿Î2Â~ÂH¿fÄÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄTÅ]ÈÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁYÂHÅKÂH¿fÄ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂYÇfËÅ0ÙfÌÄÉÇfËÅ	Ø0Ä×ÀÏ
¾¿fÄÅ0ËÄÉ]#fÕ ,Õ #ﬀÎ]Ïf×TÂH¿fÄ¹Ð4ÄﬃÎ]ÞTÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄFÀÉﬀÇfÌnÊﬀÂH¿fÄ¥ËÁ%ÂsÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï¨MÀË[Õ
¢kÄzÂ
wλ ∈ Hp ÙlÄ¹ÂH¿fÄYÆfÏfÀ;!ÆfÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ]È­l#fÕA=l#fÕ  [ÕpÄÈ¥ÏfÄ
g : R → R, λ 7→ Imwλ(0).
¢kÄzÂ
w+ = u+ + i v+ ∈ A+ ÕÓ ÀnÂH¿ λ := Rew+(0) Ð4Äﬀ¿ÎﬃØ0Ä Rewλ(0) = Rew+(0) Õ2&dÀÏfÍÄ
wλ ∈ A− ÂH¿fÄ¹Ð4ÄﬃÎ]ÞÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄpÂHÄÌÌÁÆfÁÂH¿Î2Â v+(0) ≥ g(u+(0)) Õ
?FÏÂH¿fÄsÅ]ÂH¿fÄËu¿Î]Ïf×M,Î]Ï7ÊÇlÅ0ÀÏ7Â
w = u+i v
ÐÀnÂH¿
v ≥ g(u) ÀÁAÎ2ÂÂCÎ]ÀÏfÄ×Î]ÁhÂH¿fÄØ]Î]ÌÆfÄ w+(0)
Å]È*ÂH¿fÄYÆfÇfÇlÄËÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w+ := wu + i(v − g(u)) Õ
+?ÏêÅ0Ë×fÄËÂHÅﬀÁ¿fÅ	Ð MÀÀËAÐ4Ä³Î]ÁÁÆfÉﬀÄYÂH¿Î2ÂsÂH¿fÄËÄÃÎ]ËÄYÂ?Ð4ÅÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w+ ∈ A+ Î]Ïf× w− ∈ A−
ÐÀnÂH¿
w+(0) = w−(0)
Õ¾¿fÄÏMlÂH¿fÄÃÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊØ]Î]ÌÆfÄÁsÅ]È
w := w+ − w− ÌÀÄYÀÏKÂH¿fÄÃÍÌÅ0ÁÆfËÄ~Å]È
ÂH¿fÄ×fÅ0ÉÎ]ÀÏ
G+
Õ
¡
ÁhÆfÁÆÎ]ÌfÐ4Ä­¥Ïf×
w(D) ⊂ G+ Î]Ïf× w ≡ 0 Ù7Ê³ÂH¿fÄÅ0ÇlÄÏÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ¹ÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄ]Õ
xÅ0Ë=ÂH¿fÄYÁHÎ]Þ]Ä~Å]ÈÍÅ0ÉﬀÇfÌÄzÂHÄÏfÄÁÁÐ4ÄYÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ2ÂHÄ¹Î.Á%ÂHËÅ0ÏfÔﬀÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄpÈMÅ0ËÞ¢kÀÇfÁÍC¿fÀnÂ{
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÏfÔ.ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
f
Õ

êAêëmMîsïﬁî 
¬z©
f : T×R → R Û[¬  ¡ ÁﬁÅ	¦iÆd¡v©ýY¦C§2¢©Ý¡v¢¥§2¥5Å
ó
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H∞
£]¢É¡v¢
H∞ ∩ C ñh¡v©ËÆBÇH¬iÅdÁ¬C¦z©u©?§ f
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ¾¿fÄTÇfËÅdÅ]ÈÀÁÃÍÅ0ÉﬀÇfÌÄzÂHÄÌnÊaÎ]ÏÎ]ÌÅ0Ô0Å0ÆfÁ~ÂHÅêÂH¿fÄTÇfËÅdÅ]ÈÅ]ÈÂH¿fÄTÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔÚÂH¿fÄÅ0ËÄÉ Î]Ïf×
ÉÎ]Þ]ÄÁÆfÁÄ~Å]È*ÂH¿fÄYÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄYÂH¿fÄÅ0ËÄÉ #fÕ0Õ
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Õ
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´|¹J¸º¹úù
±
¾
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à
·üÏ¤á
Í%¹¼
·µN®ýÎ
+?Ïﬃ~ A;~ #
;~ 'A3YÕM4ÄÌÍC¿×fÄzØ0ÄÌÅ0ÇlÄ×ÈÝÎ]Ë`?ËÄﬃÎ]ÍC¿fÀÏfÔÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀ;ﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁsÅ]ÈuÂH¿fÄ³Ä=!dÂHËÄÉÎ]ÌUÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄÁ
ÇfËÄÁÄÏ7ÂHÄ×ÀÏÁÄÍzÂHÀÅ0Ï9,Õ ,Õh¾¿fÄÁÄFÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀ;ﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁAÍÅ0ÏfÍÄËÏÂH¿fÄFÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁAÅ0ÏÂH¿fÄFËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0Ï
ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×.Î]ÁhÐ4ÄÌÌ$Î]ÁhÂH¿fÄÍÌWÎ]ÁÁuÅ]ÈPÎ]×fÉﬀÀnÂÂHÄ×.ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÕª&dÅ~¿fÄ×fÄÈ¥ÏfÄÁ4Î
©?§iÁ§7Â§{Í]¡N¦H£ ÂRÇH¬iÅz©sÇ[¡N¦z©Ý¡N§2¢
ªﬀ£]¢¡ Ìﬃ§7ÂÉ
M
Î]ÁsÁÆfÙfÁÄzÂFÅ]È
T× Ĉ ÈMÅ0ËÐ¿fÀÍC¿KÂH¿fÄËÄ~Ä=!,ÀÁ%ÂpÅ0ÇlÄÏêÁÄzÂHÁ A,B ⊂ T× Ĉ ÐÀnÂH¿ÂH¿fÄ
ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÃÂH¿fËÄÄYÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁÕ
MÀË
T× Ĉ ÀÁ=ÂH¿fÄY×fÀÁË@Å0ÀÏ7ÂÆfÏfÀÅ0ÏÅ]È A  B Î]Ïf× M Õ
MÀÀË¾¿fÄB¥ÙlÄËÁ
At := {w ∈ Ĉ : (t, w) ∈ A} Î]Ïf× Bt := {w ∈ Ĉ : (t, w) ∈ B} Î]ËÄ
ÏfÅ0Ï`?ÄÉﬀÇ,Â?ÊÎ]Ïf×ÁÀÉﬀÇfÌnÊÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÄ×KÈMÅ0ËÎ]Ï7Ê
t ∈ T Õ
MÀÀÀË
M
ÀÁ=ÂH¿fÄYÍÅ0ÉﬀÉﬀÅ0ÏTÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÅ]È
A
Î]Ïf×
B

∂A = ∂B = M
Õ
¾¿fÅ0ÆfÔ0¿¹ÂH¿fÄhÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁøÎ]ËÄhÍﬃÎ]ÌÌÄ×pÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]ÌzÂH¿fÄhÍÅ0ÏfÍÄÇ,ÂÀÏfÍÌÆf×fÄÁÎ]ÌÁÅ×3ÀÄÉÎ]ÏfÏ¹ÖsÀÌÙlÄË%Â
ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ=ÐÀnÂH¿ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁÕU¾¿fÄD¥ÙlÄËÁ
Mt := {w ∈ Ĉ : (t, w) ∈ M}
Å]ÈUÎ³ÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]Ì$ÂCÎ]ËÔ0ÄzÂÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M
ÏfÄÄ×êÏfÅ]ÂÄzØ0ÄÏêÙlÄYÍÆfË%Ø0ÄÁÕ
&dÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁﬀÎ]ËÄKÁÅ0ÆfÔ0¿7ÂÀÏÂH¿fÄêÁÇÎ]ÍÄÚÅ]ÈFÉﬀÄËÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍTÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁﬀÅ0ËﬀÀnÂHÁﬀÍÅ0ÉﬀÇfÌÄzÂHÀÅ0ÏMuÂH¿fÄ
ÁÇÎ]ÍÄ.Å]ÈuÁÅ7`?ÍﬃÎ]ÌÌÄ×
ÁLl(Ì[¥d¢ø¦z©Ý¡N§2¢*Å
Õ4ÄÌÍC¿Á¿fÅ	ÐÁFÂH¿Î2ÂYÎÇ`ïÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏÚÍﬃÎ]ÏÙlÄ³ËÄÇfËÄÁÄÏ7ÂHÄ× Î]Á¹Î]Ï
Å0Ë×fÄËÄ×ÇÎ]ÀË.Å]ÈFÎ×fÀÁÍËÄzÂHÄÁÄzÂÅ]ÈpÁÀÏfÔ0ÆfÌWÎ]Ë³ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ.ÀÏ ÂH¿fÄÆfÏfÀnÂ×fÀÁÍ =Î]Ïf×ÎÉﬀÄËÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏPÕÊ&dÀÏfÍÄFÈMÅ0ËÉﬀÄËÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍsÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÄzØ0ÄÏKÂH¿fÄ¹ÏfÅ0Ï`ïÂCÎ]ÏfÔ0ÄÏ7ÂHÀWÎ]ÌPÅ0ËËHÎ]×fÀWÎ]ÌøÌÀÉﬀÀnÂAÏfÄÄ×
ÏfÅ]Â=Ä=!,ÀÁ%ÂA%ÈR4ÄÌÍC¿ÂCÎ]Þ]ÄÁËÄzÈMÆfÔ0ÄpÀÏÂH¿fÄpÏfÅ]ÂHÀÅ0ÏÅ]ÈÎ
¦ÈÂL¥5Åz©?¬ÈÇÞÅ	¬z©
Å]È*ÎÃÉﬀÄËÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w
Î2Â
t ∈ T 
clusw(t) := {w ∈ Ĉ : ∃(zn) ⊂ D, zn → t, w(zn) → w}.
¾¿fÄ~ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏTÅ]ÈUÎÐ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÀÁ=ÂH¿fÄÏKÆfÏf×fÄËÁ%ÂHÅdÅd×êÀÏTÂH¿fÄYÁÄÏfÁÄ
ÂH¿Î2Â
clusw(t) ⊂ Mt for all t ∈ T.
+ïÈÐ4ÄY×fÄÈ¥ÏfÄYÂH¿fÄYÍÌÆfÁ%ÂHÄË`?Ô0ËHÎ]Çf¿Å]È
w
Î]ÁÂH¿fÄYÁÄzÂ
cgrw := {(t, y) : t ∈ T, y ∈ clusw(t), }
Î.Á¿fÅ0Ë%ÂÈMÅ0ËÉ Å]È*ÐËÀnÂHÀÏfÔ³ÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏTÀÁ
cgrw ⊂M.
¾¿fÄhÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ4ÌÄÉﬀÉÎ4ÀÌÌÆfÁ%ÂHËHÎ2ÂHÄÁlÂH¿fÄuÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÀÅ0ÏYÙlÄzÂ?Ð4ÄÄÏ~ÂH¿fÄu×fÀ£øÄËÄÏ7ÂkÂ?ÊdÇlÄÁ*Å]ÈdÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê
ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁÀÏÂH¿fÄYÍﬃÎ]ÁÄ~Å]ÈUÎ.ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×PÕ
éêëë|ì©Mî;íMîsïn
¬z©
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w ∈ O(D)
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MÀË
w ∈ A ò ¡
ó
¬
ó
w ∈ H∞ £]¢É w(t) ∈ intMt Æ§7ÂÉAÅÃ£ ÂLª§Åz©=¬ÈÎ]¬ÈÇ=Ù7ñ"Æ¬ÈÇH¬³§2¢ T
ó
MÀÀËÍÔ0Ë
w ⊂ intM
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ¾¿fÄTÀÉﬀÇfÌÀÍﬃÎ2ÂHÀÅ0Ï MÀÀË ⇒ MÀËFÀÁ.Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÃÀÉﬀÉﬀÄ×fÀWÎ2ÂHÄ]Õ¨&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄ w Ð4ÄËÄTÏfÅ]ÂÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×PÕ
¾¿fÄÏKÂH¿fÄËÄYÀÁÎ.ÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
(zn) ⊂ D ÐÀnÂH¿
lim
n→∞
|w(zn)| = ∞.
¾¿fÄKÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
(zn)
ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁﬀÎÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÏ7ÂÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ
(znk)
ÂHÄÏf×fÀÏfÔÂHÅÁÅ0ÉﬀÄÌÀÉﬀÀnÂ
t0
Õ
4ÄÍﬃÎ]ÆfÁÄ.Å]ÈuÂH¿fÄ³ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?ÊêÅ]È
w

t0
ÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]ÂFÙlÄ³ÀÏfÁÀ×fÄÃÂH¿fÄ³ÆfÏfÀnÂF×fÀÁÍ P¿fÄÏfÍÄ
t0 ∈ T Î]Ïf×êÐ4Ä
Î]ËËÀnØ0ÄYÎ2ÂÂH¿fÄYÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÀÅ0Ï
∞ = lim
k→∞
w(znk) ∈ clusw(t0) ⊂Mt0 ,
ÙfÆ,ÂAÂH¿fÄpËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÍÆfË%Ø0ÄÁ=Å]ÈÎYÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ4ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×Î]ËÄsÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×PÕh¾¿!ÆfÁ
w ∈ H∞ ,Î]Ïf×ﬀÈMÅ0Ë
ÄﬃÎ]ÍC¿
t ∈ T ÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿ÂH¿fÄYÏfÅ0Ï7ÂCÎ]ÏfÔ0ÄÏ7ÂHÀWÎ]ÌkÌÀÉﬀÀnÂ=Î2Â t Ä=!,ÀÁ%ÂHÁÐ4ÄY¿ÎﬃØ0Ä
w(t) ∈ clusw(t) ⊂ intMt,
ÀNÕ Ä]ÕUÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏTÀÁ=ÈMÆfÌ¥ÌÌÄ×PÕ
ﬂ4Å0Ï7Ø0ÄËÁÄÌnÊ
fÌÄzÂ
w ∈ A Î]Ïf× E ⊂ T ÂH¿fÄFÁÄzÂÅ]ÈÉﬀÄﬃÎ]ÁÆfËÄÄËÅ³Å]ÈkÂH¿fÅ0ÁÄ t ∈ T ÈMÅ0ËAÐ¿fÀÍC¿ÂH¿fÄ
ËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï
w(t) ∈ intMt ×fÅdÄÁFÏfÅ]Â¹¿fÅ0Ì×PÕ ¡ ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔÂHÅN~©7Ð4Ä³ÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄÃÂH¿fÄ Ç£5É]¡Ý£ Âh¦ÈÂL¥5Åz©?¬ÈÇ
Å	¬z©
clusradw(t) := {w ∈ Cˆ : ∃rn < 1, rn → 1, w(rnt) → w},
Î]ÁÐ4ÄÌÌÎ]Á=ÂH¿fÄYÁÄzÂHÁ
clusϑ,Ew(e
iτ0) :=
⋃
0<|τ−τ0|<ϑ
÷
ö
τ 6∈E
clusradw(
Ä
ä
τ )
clusrad,Ew(e
iτ0) :=
⋂
ϑ>0
clusϑ,Ew(eiτ0),
ÍzÈ^ÕÍC¿Î]Ç,ÂHÄË'$ÁÄÍzÂHÀÅ0Ï

Å]È×~©ANÕ×¢kÄzÂ
t0 ∈ T Î]Ïf× ε > 0 Õ=¾¿fÄÏMlÈMÅ0Ë t ∈ T ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊKÍÌÅ0ÁÄ
ÂHÅ
t0
Ð4Ä~¿ÎﬃØ0Ä
Mt ⊂ Uε := {z ∈ C : dist(z, intMt) < ε}.
&dÀÏfÍÄ
w(t) ∈ Mt ÈMÅ0Ë t 6∈ E Ð4ÄÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄ clusϑ,E w(t0) ⊂ Uε ÈMÅ0ËTÎ]ÌÌ ϑ > 0 ÂH¿Î2ÂKÎ]ËÄ
ÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊÚÁÉÎ]ÌÌlÎ]Ïf×¿fÄÏfÍÄ
clusrad,Ew(t0) ⊂ U ε Õ ¡ Á ε > 0 ÀÁFÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%ÊÐ4Ä.ÍﬃÎ]ÏÚÈMÆfË%ÂH¿fÄË
¥Ïf×
clusrad,E w(t0) ⊂
⋂
ε>0
U ε = intMt0 .
AÊ¾¿fÄÅ0ËÄÉ]'dÕ(~Å]ÈÊ~©7dÂH¿fÄpÀÏfÍÌÆfÁÀÅ0Ï
∂clusw(t0) ⊂ clusrad,E w(t0) ÀÁAÂHËÆfÄ dÐ¿fÀÍC¿TÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
∂clusw(t0) ⊂ intMt0 .
'dÕA
 
÷nÒqø
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&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄ=ÂH¿Î2ÂUÂH¿fÄËÄ=Ð4ÄËÄ
z0 ∈ clusw(t0)\ intMt0
Õﬂ4¿fÅdÅ0ÁÄÎFÍÆfË%Ø0Ä
γ ⊂ extMt0
ÍÅ0ÏfÏfÄÍzÂHÀÏfÔ
z0
Î]Ïf× ∞ ÕÊ&dÀÏfÍÄ w ÀÁAÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×N ∞ 6∈ clusw(t0) Î]Ïf×ÁÅ γ ÍÅ0Ï7ÂCÎ]ÀÏfÁ4Î2Â=ÌÄﬃÎ]Á%Â4Å0ÏfÄpÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê
ÇlÅ0ÀÏ7ÂuÅ]ÈøÍÌÆfÁ
w(t0)
ÕU¾¿fÀÁhÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÀÅ0Ï.ÂHÅ2'dÕAÁ¿fÅ	ÐÁAÂH¿Î2ÂuÅ0ÆfËAÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0Ï.Ð=Î]ÁhÈÝÎ]ÌÁÄ !Î]Ïf×
¿fÄÏfÍÄ~ÄzØ0ÄÏêÍÌÆfÁ
w(t0) ⊂ intMt0
Õ
¡
ÏÅ0ÙfÁ%ÂCÎ]ÍÌÄ³ÈMÅ0Ë¹ÂH¿fÄÍÌWÎ]ÁÁÀ¥ÍﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏÅ]È=ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁFÀÁ¹ÂH¿fÄÌWÎ]ÍCÞÚÅ]ÈAÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄËÁÐ¿fÀÍC¿
ËÄ!ÆfÀËÄÃÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁsÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊØ]Î]ÌÆfÄÁÕ×4ÄÌÍC¿êËÄÇfÌWÎ]ÍÄÁsÂH¿fÄÉÙ7Ê
¡v¢©?¬ÈÇ{Å	¬C¦z©Ý¡N§2¢¢¥dªÐÛ[¬ÈÇ{Å
Õ­xÅ0Ë
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
a
Î]Ïf×
b
ÉﬀÄËÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍﬀÀÏ
D
ÌÄzÂ
# [a = b]
×fÄÏfÅ]ÂHÄÂH¿fÄÏ!ÆfÉ³ÙlÄË³Å]ÈÞÄËÅ0Á.Å]ÈÂH¿fÄ
ÉﬀÄËÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍpÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
a− b ÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄ×êÐÀnÂH¿É³ÆfÌnÂHÀÇfÌÀÍÀnÂHÀÄÁÕUÜKÅ0ËÄÅ	Ø0ÄËøÎ.ÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]Ì$ÂCÎ]ËÔ0ÄzÂ
ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
M ⊂ T × Ĉ ÀÁ¹ÍﬃÎ]ÌÌÄ× ÇH¬IÍ]¥Ân£ Ç=ÂÚÙK©sÇ£!¦C¬H£5ÛÂ¬ ÀnÈuÂH¿fÄËÄÄ=!,ÀÁ%Â~ÉﬀÄËÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
a, b
ÀÏ
D
ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
cgr a ⊂ A, cgr b ⊂ B, # [a = b] = 0.
+?Ï¬~ #n'AFÐ4ÄÂHËÀÄ×úÂHÅÁÆfÉﬀÉÎ]ËÀ;ÄÚÇÎ]Ë%ÂHÁTÅ]Èy4ÄÌÍC¿M ÁËÄÁÆfÌnÂHÁÎﬃØ0Å0À×fÀÏfÔ ÂH¿fÄÉÎ]ÍC¿fÀÏfÄË%Ê Å]ÈÃÇ`
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÕﬀÓaÄÎ]ÁÁÆfÉﬀÄÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄÂH¿Î2Â
A
ÀÁYÙlÅ0ÆfÏf×fÄ× Î]Ïf×
0 ∈ At ÈMÅ0Ë~Î]ÌÌ t ∈ T ÕﬀÓaÄﬀÍﬃÎ]ÌÌ
A
ÂH¿fÄ
¡v¢©?¬ÈÇ[¡N§7Ç
Î]Ïf×
B
ÂH¿fÄ
¬JÃ0©?¬ÈÇ[¡N§7Ç
Å]È
M
Î]Ïf×ÂCÎ]Þ]Ä
a ≡ 0 Î]Ïf× b ≡ ∞ Õ~¾¿fÄÏÈMÅ0ËpÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿
ÂCÎ]ËÔ0ÄzÂÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ~ÂH¿fÄÉﬀÄËÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁÃÐÀnÂH¿
# [w = a] = k
Î]Ïf×
# [w = b] = 0
ÍÅ0ÉﬀÇfËÀÁÄﬀÂH¿fÄ¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁYÐÀnÂH¿aÐÀÏf×fÀÏfÔêÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
k
Î]ÙlÅ0Æ,Â
M
UÐ¿fÀÍC¿ÌÄﬃÎ]×fÁ~ÂHÅ
ÂH¿fÄY×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÀÅ0ÏTÅ]ÈÂH¿fÄYÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÍÌWÎ]ÁÁÄÁ
Vk := {w ∈ O(D) : # [w = a] = k}.
+?ÏÅ0Ë×fÄË³ÂHÅÁ%ÂHÆf×,Ê ÂH¿fÄTÁ%ÂHËÆfÍzÂHÆfËÄÅ]ÈÂH¿fÄÉﬀÅ0Á%Â.ÀÉﬀÇlÅ0Ë%ÂCÎ]Ï7Â³ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï ÍÌWÎ]ÁÁ
V0
hÐ4ÄÍÅ0ÏfÁÀ×fÄË
ÈÝÎ]ÉﬀÀÌÀÄÁ4Å]È¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍsÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ=ÐÀnÂH¿ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÄ×KÍÌÆfÁ%ÂHÄËÁÄzÂHÁ
A := {w ∈ O(D) : cgrw ⊂ A, # [w = b] = 0}
B := {w ∈ O(D) : cgrw ⊂ B, # [w = a] = 0}
A := {w ∈ O(D) : cgrw ⊂ A, # [w = b] = 0}
B := {w ∈ O(D) : cgrw ⊂ B, # [w = a] = 0}.
¢kÄzÂ
X
ÙlÄ¹Å0ÏfÄFÅ]ÈÂH¿fÄ¹ÁÄzÂHÁ A  B  A  B Å0Ë Vk Õh¾¿fÄ Ç£]¢Í!¬Ã§ÌÎ2£ ÂL¥¬iÅ Å]È X Î2Â z ∈ D ÀÁ=×fÄÈ¥ÏfÄ×
Ù7Ê
X(z) := {w(z) : w ∈ X}, z ∈ D.
+ïÈ
M
ÀÁÎ.ËÄÔ0ÆfÌWÎ]ËÌnÊﬀÂHËHÎ]ÍÄﬃÎ]ÙfÌÄFÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]Ì$ÂCÎ]ËÔ0ÄzÂÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×ÂH¿fÄÏK4ÄÌÍC¿KÁ¿fÅ	Ð4Ä×KÈMÅ0Ë
z ∈ D 
MÀË
A(z)
ÀÁ¿fÅ0ÉﬀÄÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍpÂHÅ
D
Î]Ïf×
B(z)
ÀÁ¿fÅ0ÉﬀÄÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍsÂHÅ
C \D 
MÀÀË A(z) = C \ B(z) Î]Ïf× B(z) = C \ A(z) 
MÀÀÀË
C
ÀÁ=ÂH¿fÄY×fÀÁË@Å0ÀÏ7ÂÆfÏfÀÅ0ÏÅ]È A(z)  V0(z) $Î]Ïf× B(z) Õ
4ÄÌÍC¿M ÁÉÎ]ÀÏTËÄÁÆfÌnÂÀÁ=ÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔÃÂH¿fÄÅ0ËÄÉKÕ

êAêëmMî;íMî;íÜv~ 7¾¿fÄÅ0ËÄÉ ,Õ #fÕ
¨
~ # ¤&dÄÍzÂHÀÅ0ÏﬃÃÕ #fÕ 5Æ
¬z©
z ∈ D
ó
ð
Ì©ËÆ¬K©?§iÁ§7Â§{Í]¡N¦H£ Â
©ï£ ÇÍ!¬z©uªﬀ£]¢¡ Ìﬃ§7ÂÉ.¡;ÅÇH¬IÍ]¥Ân£ Ç=ÂÚÙ©sÇ£!¦C¬H£5ÛÂ¬
ò
©ËÆ¬z¢bÌﬃ§7ÇÃ¬H£!¦iÆbÁ§2¡v¢©
y ∈ ∂A(z) ∪ ∂B(z) ©ËÆ¬ÈÇH¬³¬JÃ0¡;Åz©ËÅ
£¥d¢¡Ý¤¥¬Å	§7ÂL¥d©Ý¡N§2¢
w ∈ V0 ñh¡v©ËÆ w(z) = y
ó
7#
÷nÒqø
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¡
ÍÌÅ0ÁÄËAÌÅdÅ0ÞÃËÄzØ0ÄﬃÎ]ÌÁAÂH¿Î2ÂAÂH¿fÀÁAËÄÁÆfÌnÂ4ÀÁuÏfÅ]Â !ÆfÀnÂHÄÐ¿Î2Â4Å0ÏfÄpÄ=!,ÇlÄÍzÂHÁÕ &dÀÏfÍÄÐ4Äp¿ÎﬃØ0ÄpÅ0ÏfÄ
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÈMÅ0ËÄﬃÎ]ÍC¿
y ∈ ∂A(z) Î]Ïf×KÅ0ÏfÄ~ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÈMÅ0ËÄﬃÎ]ÍC¿ y ∈ ∂B(z) øÀnÂÁÄÄÉﬀÁÂH¿Î2ÂÐ4Ä~¿ÎﬃØ0Ä
ÂHÅdÅÉÎ]Ï7Ê
fÀÏÍÅ0ÉﬀÇÎ]ËÀÁÅ0ÏÐÀnÂH¿TÂH¿fÄYÍﬃÎ]ÁÄ~Å]ÈÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿TËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁÕ
?pÈ¹ÍÅ0ÆfËÁÄ ÄzØ0ÄË%Ê!ÂH¿fÀÏfÔ Ð4Å0ÆfÌ×¦¥fÂÏfÀÍÄÌnÊÐÀnÂH¿ÂH¿fÄêÈMÅ0ËÉﬀÄËﬀËÄÁÆfÌnÂHÁÀnÈ
∂A(z)
Î]Ïf×
∂B(z)
ÍÅ0ÀÏfÍÀ×fÄ]ÕÚ¾¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄÎêÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]ÌUËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0Ï ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×ÀÁÃÁHÎ]À×aÂHÅÙlÄ
¢ø§7Ç[ªﬀ£ Â
UÀnÈ=ÈMÅ0ËÃÅ0ÏfÄ
ÝÎ]Ïf×ÂH¿fÄÏÈMÅ0ËÎ]ÌÌË
z ∈ D
A(z) = A(z),
Ð¿fÀÍC¿³ÀÉﬀÇfÌÀÄÁøÂH¿Î2Â
∂A(z) = ∂B(z)
Õª4ÄÌÍC¿³ÍÅ0ÏA@ÄÍzÂHÆfËÄ×v~ 7R&dÄÍzÂHÀÅ0Ï20Õ

Õ
¨
~ #7ﬁ&dÄÍzÂHÀÅ0Ïy¤#fÕ(

ÂH¿Î2ÂsÎ]ÌÌøÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]Ì$ÂCÎ]ËÔ0ÄzÂÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ=Î]ËÄ¹ÏfÅ0ËÉÎ]ÌNÕ
¾¿fÅ0ÆfÔ0¿Î]ÌÌuÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿aËÄÔ0ÆfÌWÎ]ËÌnÊÂHËHÎ]ÍÄﬃÎ]ÙfÌÄﬀÂCÎ]ËÔ0ÄzÂ³ÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁYÎ]ËÄÏfÅ0ËÉÎ]ÌÂH¿fÀÁ~ÍÅ0ÏA@ÄÍzÂHÆfËÄ
Ð=Î]ÁÂHÅdÅ.Å0Ç,ÂHÀÉﬀÀÁ%ÂHÀÍ]Õ"+?ÏÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ~Ð4Ä~Ô0ÀnØ0ÄYÎÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄËÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄ]Õ

êAêëmMî;íMî 
§2©£ ÂËÂP©?§iÁ§7Â§{Í]¡N¦H£ ÂP©ï£ ÇÍ!¬z©Aªﬀ£]¢¡ Ìﬃ§7ÂÉAÅ~£ ÇH¬~¢ø§7Ç[ªﬀ£ Â
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕÓaÄsÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËAÎ]Ô7Î]ÀÏÂH¿fÄsÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌfÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ0Á
w1 = u1 +iv1, w2 = u2 +iv2
Å]È
D
Å0Ï7ÂHÅ
ÂH¿fÄ¹Á%ÂHËÀÇfÁ
S1, S2
ÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄ×ÀÏTÁÄÍzÂHÀÅ0Ï9#fÕ ³Å0ÏTÇÎ]Ô0Äb'0Õª¢kÄzÂ
f : T×R → R ÙlÄYÎ³ÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×
ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿TÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏTÐÀnÂH¿TÂH¿fÄYÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁ
MÀË9xÅ0ËÎ]ÌÌ
t ∈ T fÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï u 7→ f(t, u) ¿Î]ÁÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂÁÆfÇfÇlÅ0Ë%ÂﬃÕ
MÀÀËxÅ0Ë
t = 1
Î]Ïf×
t = −1 ÂH¿fÄËÄY¿fÅ0Ì×fÁ f(t, u) ≡ 0 Õ
MÀÀÀË2xÅ0ËÎ]ÌÌ
t ∈ T \ {−1, 1} Ð4ÄY¿ÎﬃØ0Ä
v2(t) < f(t, u2(t))− 1 and v1(t) > f(t, u1(t)) + 1.
sÅ	Ð Ð4ÄÍC¿fÅdÅ0ÁÄÎÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ËÄﬃÎ]Ì©`ïØ]Î]ÌÆfÄ×aÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
ϕ : T → R Ð¿fÀÍC¿Ø]Î]ÏfÀÁ¿fÄÁ.Å0Æ,ÂHÁÀ×fÄÎ
ÏfÄÀÔ0¿!ÙlÅ0Ë¿fÅdÅd×Å]ÈpÂH¿fÄKÇlÅ0ÀÏ7Â
t = i
Î]Ïf×¿Î]ÁÀÏ7ÂHÄÔ0ËHÎ]ÌÉﬀÄﬃÎ]Ï
1
Å	Ø0ÄË
T
Õ ¢kÄzÂ
ψ
×fÄÏfÅ]ÂHÄÂH¿fÄ
ÍÅ0ÏA@ÆfÔ7Î2ÂHÄTÅ]È
ϕ
uÁÅÂH¿Î2Â
w3 = ϕ + iψ
Ä=!dÂHÄÏf×fÁﬀ¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍﬃÎ]ÌÌnÊÀÏ7ÂHÅ
D
Õ ¾¿fÄÄ=!dÂHÄÏf×fÄ×
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w3
ÀÁsÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿ÚÎ]Ïf×êÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ
w3(0) = 1
ÕÞxÅ0Ë
α, β ∈ R Ð4ÄÃÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËsÂH¿fÄÃÇlÄË%ÂHÆfËÙlÄ×
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w+α,β := w1 + αw3 + β i
Î]Ïf×
w−α,β := w2 + αw3 + β i.
?FÙ7ØdÀÅ0ÆfÁÌnÊ

w−α,β(0) = w
+
α,β(0) = α + i β
Õ
+ïÈ
α
Î]Ïf×
β
Î]ËÄÚÁÆ,ÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÌnÊ ÁÉÎ]ÌÌ=ÁHÎﬃÊ |α + i β| < ε ÂH¿fÄÏ ÂH¿fÄÇlÄË%ÂHÆfËÙlÄ×úÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w+α,β = u
+
α,β + iv
+
α,β
Î]Ïf×
w−α,β = u
−
α,β + iv
−
α,β
Á%ÂHÀÌÌøÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊ
v−α,β(t) < f
(
t, u−α,β(t)
)
, v+α,β(t) > f
(
t, u+α,β(t)
)
Å0Ï
T \ {−1, 1} Õ
xÆfË%ÂH¿fÄË7ÂH¿fÄËÄÄ=!,ÀÁ%ÂHÁ4ÎYËÄﬃÎ]ÌÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7Â
c
Ð¿fÀÍC¿ﬀÀÁAÎ]ÏÆfÇfÇlÄËAÙlÅ0ÆfÏf×ÈMÅ0ËhÂH¿fÄsÎ]ÙfÁÅ0ÌÆ,ÂHÄØ]Î]ÌÆfÄÁ
Å]È
f

Rew−α,β
Î]Ïf×
Rew+α,β
ÀnÈÅ0ÏfÌnÊ |α+ i β| < ε Õ
xÀÏÎ]ÌÌnÊ
]ÌÄzÂ
T (z) := 1/(z−2ic) Î]Ïf×ﬀ×fÄÈ¥ÏfÄsÂH¿fÄsÍÆfË%Ø0Ä Mt ⊂ C Î]ÁuÂH¿fÄsÀÉÎ]Ô0Ä=Å]ÈøÂH¿fÄsÔ0ËHÎ]Çf¿
Å]È
u 7→ f(t, u) ÆfÏf×fÄËÂH¿fÄFÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÅ0ËÉÎ2ÂHÀÅ0Ï T fÀNÕ Ä]Õ
Mt := {1/(u+ if(t, u)− 2ic) : u ∈ R} ∪ {0}.

'
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w+(t)
C
w−(t)
v = f (t, u)
C
w+(t)
v = f (t, u)
w−(t)
Re t < 0, Im t > 0 Re t > 0, Im t > 0
C
v = f (t, u)
w−(t)
w+(t)
C
w+(t)
v = f (t, u)
w−(t)
Re t < 0, Im t < 0 Re t > 0, Im t < 0
xÀÔ0ÆfËÄb'dÕ

ÕŁf¾¿fÄ~ÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÏfÔ.ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f
¾¿fÄyÏ]Å0Ë×Î]ÏKÍÆfË%Ø0ÄÁ
Mt
ÌÀÄ¹ÙlÄzÂ?Ð4ÄÄÏêÂ?Ð4ÅÍÀËÍÌÄÁÂH¿Î2ÂÂHÅ0ÆfÍC¿KÄﬃÎ]ÍC¿êÅ]ÂH¿fÄËpÎ2ÂÂH¿fÄ~Å0ËÀÔ0ÀÏPÕsÅ	Ð
ÀnÂÀÁÏfÅ]Â×fÀnÛﬀÍÆfÌnÂÂHÅÁÄÄYÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÁÄzÂ
M ⊂ T× C ×fÄÈ¥ÏfÄ×êÙ7Ê
M := {(t, z) : t ∈ T, z ∈Mt}
ÀÁpÎﬀÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]ÌPËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏKÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×|MÀnÂpÀÁÂH¿fÄÃÀÉÎ]Ô0ÄYÅ]ÈAÎÂHÅ0ËÆfÁpÆfÏf×fÄË¹Î¥ÙlÄË`?ÇfËÄÁÄË%ØdÀÏfÔ
¿fÅ0ÉﬀÄÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÁÉ[ÕG+ïÈ
f
ÀÁ4ÍC¿fÅ0ÁÄÏKÁÅ³ÂH¿Î2Â
f(t, .) ≡ 0 ÀÏTÎÃÏfÄÀÔ0¿!ÙlÅ0Ë¿fÅdÅd×Å]È t = 1 ÀnÂ4ÀÁ=ÄzØ0ÄÏ
ÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿TÐÀnÂH¿TÂH¿fÄYÄ=!,ÍÄÇ,ÂHÀÅ0ÏKÅ]È*ÂH¿fÄYÁÀÏfÔ0ÌÄFÇlÅ0ÀÏ7Â
(−1, 0) Õ
+?ÏÃÅ0Ë×fÄËÂHÅpÁ¿fÅ	ÐÂH¿Î2Â
M
ÀÁ*ÏfÅ]ÂÏfÅ0ËÉÎ]Ì	Ð4Ä4ËÄÉÎ]ËÞFÂH¿Î2Â*ÈMÅ0Ë*Î]ÌÌ
α
Î]Ïf×
β
ÐÀnÂH¿ |α+i β| < ε
ÂH¿fÄ.ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
T ◦ w±α,β
Î]ËÄ¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍÃÀÏ
D
Î]Ïf×ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ~Å0ÏÂH¿fÄÍÌÅ0ÁÄ××fÀÁÞ$Õ¾¿fÄzÊ
ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊ
cgr
(
T ◦w−α,β
) ⊂ A Î]Ïf× cgr (T ◦w+α,β) ⊂ B Õh¾¿fÄpØ]Î]ÌÆfÄÁ w±α,β(0) ÐÀnÂH¿ |α+ i β| < ε
ÍÅ	Ø0ÄËpÎÏfÄÀÔ0¿!ÙlÅ0Ë¿fÅdÅd×TÅ]È*ÂH¿fÄYÅ0ËÀÔ0ÀÏÎ]Ïf×KÍÅ0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊTÂH¿fÄ~ÇlÅ0ÀÏ7Â
T (0)
ÀÁsÎ]ÏÀÏ7ÂHÄËÀÅ0Ë=ÇlÅ0ÀÏ7Â
Å]È
A(0)
Î]Ïf×
B(0)
Õ
?FÏfÍÄAÐ4Ä4Þ!ÏfÅ	ÐÂH¿Î2Â4ÄÌÍC¿M ÁÍÅ0ÏA@ÄÍzÂHÆfËÄ=ÀÁ*ÏfÅ]Â*ÂHËÆfÄ 2ÂH¿fÄ !ÆfÄÁ%ÂHÀÅ0Ï³Î]ËÀÁÄÁ*Ð¿fÀÍC¿~ÂHÅ0ÇlÅ0ÌÅ0Ô0ÀÍﬃÎ]Ì
ÂCÎ]ËÔ0ÄzÂÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ=Î]ËÄYÏfÅ0ËÉÎ]ÌNÕ
 
T
µ
^Pâ å ±´W
^
^2å·¶ ±¼â¼â`_ba ^Q³+c¶å·W=ã d´WsàecU³2å·¶ æ
^Pâ ± â [äãæ§g å´³Q³
&dÀÏfÍÄÌÀÏfÄﬃÎ]Ë3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂYÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ~×fÅÚÏfÅ]ÂÃÈMÅ0ËÉÂH¿fÄÍÄÏ7ÂHËHÎ]Ì4ÁÆfÙn@ÄÍzÂ.Å]ÈÂH¿fÀÁ~ÂH¿fÄÁÀÁ
Ð4ÄÅ0ÏfÌnÊÔ0ÀnØ0ÄÎKÙfËÀÄzÈÎ]ÍÍÅ0ÆfÏ7Â.Å]È=ÂH¿fÄÀËYÂH¿fÄÅ0Ë%Ê Î]Ïf× ËÄzÈMÄË~ÂHÅ~

;~
 
;~ 

;~  #7;~ ' >7AÈMÅ0Ë~ÉﬀÅ0ËÄ
ÇfËÅ]ÈMÅ0ÆfÏf×ÀÏ,ÈMÅ0ËÉÎ2ÂHÀÅ0ÏKÅ0ÏÚÂH¿fÀÁsÂHÅ0ÇfÀÍ]Õb$¹ÀnØ0ÄÏËÄﬃÎ]Ì©`ïØ]Î]ÌÆfÄ×KÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
a, b, c
Å0Ï
T
øÐ4Ä.ÁÄﬃÎ]ËÍC¿
ÈMÅ0Ë¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍsÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w = u+ iv
ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ.ÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï
a(t)u(t) + b(t)v(t) = c(t)

¡
ÕA
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌPÅ0ËÎ]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÎ]ÌÌ
t ∈ T ËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ0Õ $¹ÄÅ0ÉﬀÄzÂHËÀÍﬃÎ]ÌÌnÊﬀÁÇlÅ0Þ]ÄÏMÐ4ÄYËÄ!ÆfÀËÄ¹ÂH¿fÄYÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê
Ø]Î]ÌÆfÄÁﬀÅ]È
w
ÂHÅaÌÀÄTÅ0ÏÔ0ÀnØ0ÄÏÁ%ÂHËHÎ]ÀÔ0¿7ÂﬀÌÀÏfÄÁ.Ð¿fÀÍC¿ ×fÄÇlÄÏf× Å0Ï
t
Õ Ó ¿fÄÏ ÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÀÏfÔÂH¿fÄ
ÅÈÙ2ªÐÛ[§7Â
f := a+ ib
ÂH¿fÄ¹ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0Ï|
¡
ÕA4ÍﬃÎ]ÏKÙlÄ¹ËÄzÐËÀnÂÂHÄÏêÎ]Á
Re (fw) = c.

¡
Õ


+?ÏÍÌWÎ]ÁÁÀÍﬃÎ]Ì,ÂHËÄﬃÎ2ÂHÉﬀÄÏ7ÂHÁhÅ]ÈlÂH¿fÀÁUÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÂH¿fÄÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌfÀÁhÎ]ÁÁÆfÉﬀÄ×ÂHÅYÙlÄbÝÖÞ}0Ì×fÄË`v^ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ
ÁÅ¹ÂH¿Î2ÂUÂH¿fÄÍÆfË%Ø0Ä
f(T)
¿Î]ÁuÎpÐ4ÄÌÌ©`?×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÄ×ÃÐÀÏf×fÀÏfÔ¹Ï!ÆfÉ³ÙlÄËhÎ]ÙlÅ0Æ,ÂhÂH¿fÄ=Å0ËÀÔ0ÀÏM]ÇfËÅ	ØdÀ×fÄ×
ÀnÂA×fÅdÄÁAÏfÅ]ÂAÇÎ]ÁÁAÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿ﬀÀnÂﬃÕU¾¿fÀÁhÐÀÏf×fÀÏfÔ~Ï!ÆfÉ³ÙlÄËAÀÁuÍËÆfÍÀWÎ]ÌÈMÅ0ËhÂH¿fÄsÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÀÌÀnÂ?ÊÃÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁ
Å]ÈÐ
¡
Õ

[ÕÑhËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ.ÐÀnÂH¿×fÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌÁÎ]ËÄK×fÄﬃÎ]ÌnÂﬀÐÀnÂH¿ÀÏX~
 
;~ #5>7;~ '

NÕ+ïÂÀÁ
ÂH¿fÄYÎ]É³ÙfÀnÂHÀÅ0ÏﬀÅ]È ~©>7øÂHÅ.ÇfËÄÁÄÏ7ÂÂH¿fÀÁ4ÂH¿fÄÅ0Ë%ÊTÎ]ÁÁÆfÉﬀÀÏfÔ³Å0ÏfÌnÊÄÌÄÉﬀÄÏ7ÂCÎ]Ë%ÊÇfËÄËÄ!ÆfÀÁÀnÂHÄÁÕu¾¿fÄ
ÂHÄÍC¿fÏfÀ;!ÆfÄ4ÆfÁÄ×~ÂH¿fÄËÄAÀÁÙÎ]ÁÄ×ÃÅ0Ï~ÂH¿fÄuÀÏ7ÂHÄËËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁPÂHÅÂH¿fÄuÂH¿fÄÅ0Ë%Ê¹Å]Èf¾*ÅdÄÇfÌÀnÂ{hÅ0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0ËÁ*Î]Ïf×
×fÄÌÀnØ0ÄËÁuÎ]ÁuÎ¹Ù7Ê5`?ÇfËÅd×fÆfÍzÂAÏfÄzÐÇfËÅdÅ]ÈMÁUÈMÅ0ËÂH¿fÄ¤ßlÊdÔ0É³ÆfÏf×¢kÄÉﬀÉÎ

Õ ,ÕÎ]Ïf×.ÂH¿fÄsÖsÄÌÁÅ0Ï`v&ÄÔ
}
¾¿fÄÅ0ËÄÉ

Õ ,Õ

Õ9&dÀÏfÍÄÐ4Ä×fÅKÏfÅ]Â~Ð=Î]Ï7Â~ÂHÅêÇfÌÆfÏfÔ0ÄÀÏ7ÂHÅÂH¿fÄÂH¿fÄÅ0Ë%ÊÅ]È=¾*ÅdÄÇfÌÀnÂ{Å0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0ËÁ
MÁÄÄ~ 7;~ AsÈMÅ0ËÎ]ÏúÀÉﬀÇfËÄÁÁÀÅ0ÏÅ]È¹ÂH¿fÄêÈMËÀÔ0¿7ÂHÄÏfÀÏfÔaÍÅ0ÉﬀÇfÌÄ=!,ÀnÂ?ÊÅ]È¹ÂH¿fÀÁﬀÂHÅ0ÇfÀÍ==Ð4ÄÍÅ0Ï*¥ÏfÄ
Å0ÆfËÁÄÌnØ0ÄÁ.ÂHÅÉﬀÄËÄÌnÊaÄÁ%ÂCÎ]ÙfÌÀÁ¿fÀÏfÔêÂH¿fÄTËÄÁÆfÌnÂHÁ³ÈMÅ0Ë3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂÃÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÃÙ7ÊÇfËÅ	ØdÀÏfÔ
ÂH¿fÄ¹Ø]Î]ÌÀ×fÀnÂ?ÊﬀÅ]È*Ð4ÄÌÌ©`?Þ!ÏfÅ	ÐÏÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ]ÁÎ]Ïf×TÂCÎ]Þ!ÀÏfÔ.ÂH¿fÄ¹ËÄÁÆfÌnÂHÁÅ]ÈªßlÊdÔ0É³ÆfÏf×
Î]Ïf×êÖsÄÌÁÅ0Ï`v&ÄÔ
}.ÈMÅ0ËÔ0ËHÎ]Ï7ÂHÄ×PÕ
+?ÏTÅ0Ë×fÄËAÂHÅÃÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ2ÂHÄÂH¿fÄFÇfËÅ0ÇlÅ0ÁÀnÂHÀÅ0ÏfÁAÀÏÂH¿fÄFÌWÎ]ÏfÔ0ÆÎ]Ô0ÄpÅ]ÈkÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏÎ]ÌøÎ]ÏÎ]ÌnÊdÁÀÁuÐ4Ä¹ËÄÍﬃÎ]ÌÌ
ÁÅ0ÉﬀÄﬀÙÎ]ÁÀÍÏfÅ]ÂHÀÅ0ÏfÁÕ9¢kÄzÂ
A ∈ L(X, Y ) ÙlÄÎÙlÅ0ÆfÏf×fÄ× ÌÀÏfÄﬃÎ]Ë¹Å0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë¹ÈMËÅ0É ÂH¿fÄ2=Î]ÏÎ]ÍC¿
ÁÇÎ]ÍÄ
X
ÀÏ7ÂHÅ.ÂH¿fÄb=Î]ÏÎ]ÍC¿KÁÇÎ]ÍÄ
Y
Õh¾¿fÄ~ÁÆfÙfÁÇÎ]ÍÄÁ
kerA := {x ∈ X : Ax = 0} ⊂ X
Î]Ïf×
rangeA := {Ax : x ∈ X} ⊂ Y
Î]ËÄFËÄzÈMÄËËÄ×TÂHÅÎ]Á4ÂH¿fÄ
7¬ÈÇ[¢ø¬ÈÂ
Î]Ïf×TÂH¿fÄ
Ç£]¢Í!¬
Å]È
A
fËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ0Õ+ïÈÂH¿fÄFËHÎ]ÏfÔ0ÄFÅ]È
A
ÀÁ4ÍÌÅ0ÁÄ×
Î]Ïf×ÂH¿fÄY×fÀÉﬀÄÏfÁÀÅ0Ï
dim kerA
Å]È*ÂH¿fÄYÞ]ÄËÏfÄÌ*Î]Ïf×ÂH¿fÄYÍÅd×fÀÉﬀÄÏfÁÀÅ0Ï
codim rangeA := dim(Y/ rangeA)


Ò
Öm;cpÈe7h
p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo­m;cKeycfRqsoFypij;j
Å]È*ÂH¿fÄYËHÎ]ÏfÔ0Ä~Î]ËÄ¹ÙlÅ]ÂH¿9¥ÏfÀnÂHÄ 
A
ÀÁÍﬃÎ]ÌÌÄ×KÎ2õ
ÇH¬{ÉAÆ§7ÂLª§iÁ¬ÈÇ£]©?§7Ç
Î]Ïf×
indA := dim kerA− codim rangeA
×fÄÏfÅ]ÂHÄÁYÂH¿fÄ
¡v¢É!¬JÃ
Å]È
A
Õ2xÅ0Ë~Î]ÏÄÁÁÄÏ7ÂHÀWÎ]ÌÌnÊÚÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×aÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0Ì
f ∈ L∞(T) ÂH¿fÄÄ ¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©§iÁ¬ÈÇ£]©?§7Ç
Rf : H
2 → L2
R
, Rf (w) := Re (fw)
Î]ÍzÂHÁuÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×fÌnÊÎ]Ïf×
R
`?ÌÀÏfÄﬃÎ]ËÌnÊYÈMËÅ0É ÂH¿fÄsÖpÎ]Ë×,Ê.ÁÇÎ]ÍÄ
H2
ÀÏ7ÂHÅ¹ÂH¿fÄÁÇÎ]ÍÄ
L2
R
Å]ÈøËÄﬃÎ]Ì©`ïØ]Î]ÌÆfÄ×
ÁJ!ÆÎ]ËÄ=`?ÀÏ7ÂHÄÔ0ËHÎ]ÙfÌÄsÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ4Å0ÏÂH¿fÄFÆfÏfÀnÂ=ÍÀËÍÌÄ]Õ+?ÏÍﬃÎ]ÁÄpÂH¿Î2ÂÎ]ÌÁÅ
1/f ∈ L∞ Ð4Ä¹ÍﬃÎ]Ï×fÀnØdÀ×fÄ

¡
Õ

Ù7Ê |f | ÂHÅÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏKÎ]ÏêÄ!ÆfÀnØ]Î]ÌÄÏ7ÂsÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÐÀnÂH¿KÆfÏfÀÉﬀÅd×fÆfÌWÎ]Ë=Á%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌNÕ4ÓaÄ~ËÄÁ%ÂHËÀÍzÂpÅ0ÆfË
ÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÀÅ0ÏfÁ~ÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄÂHÅêÂH¿fÄÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌAÍÌWÎ]ÁÁ
PC0
Å]ÈsÎ]ÌÌuÇfÀÄÍÄzÐÀÁÄTÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÃÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
f
Ð¿fÀÍC¿¿ÎﬃØ0Ä |f | ≡ 1 Î]Ïf×Î2ÂFÉﬀÅ0Á%Â¤¥ÏfÀnÂHÄÌnÊKÉÎ]Ï7Êy@ÆfÉﬀÇfÁpÅ]ÈhÂH¿fÄ.Î]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7Â arg f PÎ]Ïf×êÂH¿fÄ
ÍÌWÎ]ÁÁ
PC
Å]ÈUÎ]ÌÌPÆfÏfÀÉﬀÅd×fÆfÌWÎ]Ë4ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
f
ÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿KÂH¿fÄYÅ0ÏfÄ=`?ÁÀ×fÄ×KÌÀÉﬀÀnÂHÁ
f(t± 0) Ä=!,ÀÁ%ÂÈMÅ0Ë
Î]ÌÌ
t ∈ T Õ PC ÀÁÎÃÁÆfÙÎ]ÌÔ0ÄÙfËHÎ³Å]È L∞ Î]Ïf×ÂH¿fÄ¹ÍÌÅ0ÁÆfËÄFÅ]È PC0 ,ÁÄÄ~ A,ÁÄÍzÂHÀÅ0Ï  Õ( ,ÕU¾¿fÄËÄ
Î]ËÄsÎ2ÂAÉﬀÅ0Á%ÂAÍÅ0ÆfÏ7ÂCÎ]ÙfÌnÊ.ÉÎ]Ï7Ê
t ∈ T ÈMÅ0ËhÐ¿fÀÍC¿ f(t+0) Î]Ïf× f(t−0) Î]ËÄ×fÀÁ%ÂHÀÏfÍzÂﬃÕ*ÓaÄsÁÀÏfÔ0ÌÄ
Å0Æ,ÂAÎFÁÆfÙlÍÌWÎ]ÁÁuÅ]ÈlÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌÁh×fÄÁËÀÙfÀÏfÔFÂH¿fÅ0ÁÄÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÈMÅ0ËUÐ¿fÀÍC¿.ÂH¿fÄÌÄzÈvÂuÎ]Ïf×.ÂH¿fÄËÀÔ0¿7ÂhÌÀÉﬀÀnÂHÁ
Å]È=ÂH¿fÄÁ%ÂHËHÎ]ÀÔ0¿7ÂÃÌÀÏfÄÁ~×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÀÏfÔÂH¿fÄ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â¹ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ Î]ËÄÏfÅ]ÂÃÅ0Ë%ÂH¿fÅ0Ô0Å0ÏÎ]ÌhÈMÅ0Ë
Î]Ï7ÊaÇlÅ0ÀÏ7Â³Å0Ï ÂH¿fÄÆfÏfÀnÂ³ÍÀËÍÌÄ]ÕÚ¾¿fÀÁ³ÍÌWÎ]ÁÁ~ÐÀÌÌAÙlÄ×fÄÏfÅ]ÂHÄ×Ù7Ê
PC±pi/2
Î]Ïf×ÀÁÃ×fÄÈ¥ÏfÄ×ÂHÅ
ÍÅ0ÏfÁÀÁ%Â4Å]ÈÎ]ÌÌ
f ∈ PC ÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â Re f(t+0)/f(t− 0) > 0 ¿fÅ0Ì×fÁhÈMÅ0Ë4Î]ÌÌ t ∈ T ÐÀnÂH¿ﬀÇlÅ0ÁÁÀÙfÌÄ
Ä=!,ÍÄÇ,ÂHÀÅ0ÏKÅ]ÈÅ0ÏfÄ
t0 ∈ T fÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿K¿fÅ0Ì×fÁ Re f(t0 + 0)/f(t0 − 0) < 0 Õ
¾¿fÄ~ÏfÄ=!dÂpÌÄÉﬀÉÎ.Î]ÌÌÅ	ÐÁÈMÅ0ËÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÀÏTÂH¿fÀÁÁÆfÙlÍÌWÎ]ÁÁsÂHÅﬀÀÏ7ÂHËÅd×fÆfÍÄ~ÎÔ0ÄÏfÄËHÎ]ÌÀ;ﬃÎ2ÂHÀÅ0ÏTÅ]È
ÂH¿fÄYÍÌWÎ]ÁÁÀÍﬃÎ]ÌøÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄËÕ
éêëë|ì	îsïn
¬z©
f ∈ PC±pi/2
ó
	
Æ¬z¢©ËÆ¬ÈÇH¬T£ ÇH¬
m ∈ Z, s ∈ L∞(T) ñh¡v©ËÆ ‖s‖∞ < pi/4 ò
£]¢É£©sÇ[¡Í!§2¢ø§2ª¬z©sÇ[¡N¦Á§7ÂÚÙ2¢ø§2ª.¡Ý£ Â
p
Åz¥¦iÆK©ËÆf£]©
f(t) = tm/2ei(s(t)+p(t))
£
ó
¬
ó
§2¢
T.
	
Æ¬Y¡v¢©?¬IÍ!¬ÈÇ
m
¡v¢£]¢ﬁÙÅz¥¦iÆBÇH¬dÁÇH¬iÅ	¬z¢©ï£]©Ý¡N§2¢Ú¡;ÅY¥d¢¡Ý¤¥¬ÈÂÚÙÉ!¬z©?¬ÈÇ[ª.¡v¢ø¬{É
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õ
¡
ÂÐ¥ËÁ%ÂﬀÐ4ÄêÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÄTÂH¿fÄêÍﬃÎ]ÁÄÐ¿fÄËÄKÂH¿fÄËÄKÀÁÏfÅaÁÆfÍC¿
t0
Î]ÁﬀÀnÂﬀÅdÍÍÆfËÁﬀÀÏÂH¿fÄ
×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÀÅ0ÏÅ]È
PC±pi/2
ÀNÕ Ä]Õ
arg f(t+ 0)/f(t− 0) ∈ (−pi/2, pi/2)
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
t ∈ T ÕUÓaÄYÍÌWÎ]ÀÉäÂH¿Î2ÂÂH¿fÄËÄYÀÁ δ > 0 ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2ÂsÄzØ0ÄÏ
arg f(t+ 0)/f(t− 0) ∈ [−pi/2 + δ, pi/2− δ]
ÈMÅ0ËÎ]ÌÌ
t ∈ T Õª+?ÏÈÝÎ]ÍzÂrÅ]ÂH¿fÄË%ÐÀÁÄ¹Ð4ÄY¿Î]×êÎ.ÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ tn ∈ T ÐÀnÂH¿MfÁHÎﬃÊ

arg f(tn + 0)/f(tn − 0) → pi/2
Î]Á
n→∞ ÕªAÊÂH¿fÄFÍÅ0ÉﬀÇÎ]ÍzÂHÏfÄÁÁ=Å]È T Ð4ÄFÍﬃÎ]ÏÎ]ÁÁÆfÉﬀÄsÂH¿Î2Â4ÂH¿fÄFÁÄ!ÆfÄÏfÍÄ (tn) ÍÅ0Ï7Ø0ÄËÔ0ÄÁ=ÂHÅ
ÁÅ0ÉﬀÄÌÀÉﬀÀnÂ*ÇlÅ0ÀÏ7ÂhÈMËÅ0É Å0ÏfÄÁÀ×fÄ 7ÁHÎﬃÊ
tn → t′−0, t′ ∈ T Î]Á n→∞  t′+0 ÙlÄÀÏfÔ~Î]ÏÎ]ÌÅ0Ô0Å0ÆfÁi=
Î]Ïf×ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂHÁ
a := lim
n→∞
f(tn − 0) Î]Ïf× b := lim
n→∞
f(tn + 0)
 -
Ò
Öm;cpÈe7h
p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo­m;cKeycfRqsoFypij;j
Ä=!,ÀÁ%ÂﬃÕÊAÊÂH¿fÄ~Î]ÙlÅ	Ø0Ä~Î]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0Ï
arg b/a = pi/2
f¿fÄÏfÍÄ |a− b| = √2/2 Õ
¢kÄzÂ
ε > 0
ÙlÄYÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%Ê0Õh¾¿fÄÏÐ4Ä~ÍﬃÎ]Ï¥Ïf×
n
Î]ÁÌWÎ]ËÔ0ÄFÂH¿Î2Â
|t′ − tn| < ε, |a− f(tn − 0)| <
√
2/16,
Î]Ïf× |b− f(tn + 0)| <
√
2/16.
ﬂ4¿fÅdÅ0ÁÄ.ÏfÅ	Ð
t∗, t∗∗ ∈ T Å0ÏÚÂH¿fÄ³ËÀÔ0¿7Â¹Î]Ïf×ÌÄzÈvÂ¹¿Î]Ïf×ÁÀ×fÄ³Å]È tn PËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ
Î]Ïf×ÙlÅ]ÂH¿Å0Ï
ÂH¿fÄYËÀÔ0¿7Â¿Î]Ïf×KÁÀ×fÄ¹Å]È
t′
MÁÄÄÏKÈMËÅ0É ÂH¿fÄYÅ0ËÀÔ0ÀÏ1AÁÆfÍC¿ÂH¿Î2Â
|t′ − t∗| < ε, |f(tn − 0)− f(t∗)|, <
√
2/16,
|t′ − t∗∗| < ε, Î]Ïf× |f(tn + 0)− f(t∗∗)| <
√
2/16.
4Æ,ÂÂH¿fÄÏ
|f(t∗)− f(t∗∗)| ≥ |a− b| − |a− f(t∗)| − |b− f(t∗∗)|
≥ |a− b| − |a− f(tn − 0)| − |f(tn − 0)− f(t∗)|
−|b− f(tn + 0)| − |f(tn + 0)− f(t∗∗)|
>
√
2/2−
√
2/16−
√
2/16−
√
2/16−
√
2/16
=
√
2/4.
&dÀÏfÍÄ
ε
ÀÁsÎ]ËÙfÀnÂHËHÎ]Ë%Ê
fÂH¿fÄÃÌÀÉﬀÀnÂ
lim
t→t′−0
f(t)
ÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]ÂFÄ=!,ÀÁ%ÂrÐ¿fÀÍC¿ÚÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÁ
f ∈ PC Õ=¾¿!ÆfÁ
ÂH¿fÄYÄ=!,ÀÁ%ÂHÄÏfÍÄ~Å]È
δ > 0
ÀÁÇfËÅ	Ø0Ä×PÕ
AÊÂH¿fÄY×fÄÏfÁÀnÂ?ÊTÅ]È
PC0
ÀÏ
PC
Ð4Ä~ÍﬃÎ]ÏÍC¿fÅdÅ0ÁÄ
fδ ∈ PC0 Î]ÁÍÌÅ0ÁÄ¹ÂHÅ f ÁÅÂH¿Î2Â
| arg(f(t)/fδ(t))| < δ/16
Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂhÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄFÅ0Ï
T
Õª¢kÄzÂ
sδ : T → R ÙlÄsÎYÙlÅ0ÆfÏf×fÄ×ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï.ÐÀnÂH¿ ‖sδ‖∞ < pi/4−δ/4
Ð¿fÀÍC¿KÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÐ¿fÄËÄzØ0ÄË
fδ
ÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ$Î]Ïf×KÀnÈ
t ∈ T ÀÁÎÞ@ÆfÉﬀÇÇlÅ0ÀÏ7ÂÅ]È fδ ÂH¿fÄÏ
sδ(t+ 0) =
1
2
arg
fδ(t + 0)
fδ(t− 0)
Î]Ïf×
sδ(t− 0) = −1
2
arg
fδ(t+ 0)
fδ(t− 0) .
¾¿fÄÏ
fδe
−isδ
¿Î]ÁUÅ0ÏfÌnÊb¥ÏfÀnÂHÄÌnÊÃÉÎ]Ï7ÊÃËÄÉﬀÅ	Ø]Î]ÙfÌÄ4×fÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂHÀÄÁÕ¢kÄzÂ
m/2 (m ∈ 2Z) ×fÄÏfÅ]ÂHÄ
ÂH¿fÄ¹ÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄËÅ]È
fδe
−isδ
Î]ÙlÅ0Æ,ÂÂH¿fÄYÅ0ËÀÔ0ÀÏPÕ¾¿fÄÏKÂH¿fÄFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
t 7→ arg(fδ(t)e−isδ(t)t−m/2)
ÀÁpÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁFÅ0Ï
T
ÝÎ2ÈvÂHÄËpËÄÉﬀÅ	ØdÀÏfÔÐ¥ÏfÀnÂHÄÌnÊKÉÎ]Ï7ÊK×fÀÁÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂHÀÄÁi=øÎ]Ïf×ÚÍﬃÎ]ÏÚÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄÃÙlÄ
Î]ÇfÇfËÅr!,ÀÉÎ2ÂHÄ×ÆfÏfÀnÈMÅ0ËÉﬀÌnÊﬀÙ7ÊÎ.ÂHËÀÔ0Å0ÏfÅ0ÉﬀÄzÂHËÀÍpÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]Ì
p
ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
∣∣arg (fδ(t)e−isδ(t)t−m/2)− p(t)∣∣ < δ/16 Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T.
ﬂ4Å0ÏfÁÀ×fÄËÏfÅ	Ð ÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
g : T → R Ô0ÀnØ0ÄÏÙ7Ê
g(t) := arg
(
f(t)e−i(sδ(t)+p(t))t−m/2
)
.
¾¿fÄÏÚÎ]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄÃÅ0Ï
T
¿fÅ0Ì×fÁ
|g(t)| ≤ | arg f(t)/fδ(t)|+ | arg(fδ(t)e−i(sδ(t)+p(t))t−m/2)| ≤ δ/16 + δ/16 = δ/8.
 >
Ò
Öm;cpÈe7h
p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo­m;cKeycfRqsoFypij;j
+ïÈ
s : T → R ÀÁÔ0ÀnØ0ÄÏKÙ7Ê s(t) := sδ(t) + g(t) ,ÂH¿fÄÏ s ∈ L∞ Î]Ïf×
‖s‖∞ ≤ ‖sδ‖∞ + ‖g‖∞ ≤ pi/4− δ/4 + δ/8 = pi/4− δ/8 < pi/4
Î]Ïf×ÂH¿fÄY×fÄÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÁÀnÂHÀÅ0Ï
f(t) = tm/2ei(s(t)+p(t))
¿Î]ÁÙlÄÄÏêÎ]ÍC¿fÀÄzØ0Ä×PÕ
+?ÏKÍﬃÎ]ÁÄ¹ÂH¿fÄËÄYÀÁ
t0 ∈ T ÐÀnÂH¿
Re f(t0 + 0)/f(t0 − 0) < 0
ÀnÂÁÆ,ÛﬀÍÄÁÂHÅﬀÎ]ÇfÇfÌnÊÂH¿fÄ~Î]ÙlÅ	Ø0Ä~Î]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7ÂHÁÂHÅ.ÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
t 7→ t−1/2f(t),
Ð¿fÄËÄ
t−1/2
ÀÁÎ]ÁÁÆfÉﬀÄ× ÂHÅÙlÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁKÅ0Ï
T \ {t0} Õw¾¿fÄÏÈMÅ0ËTÁÅ0ÉﬀÄ n ∈ 2Z, s ∈
L∞, ‖s‖∞ < pi/4 Î]Ïf×êÎ³ÂHËÀÔ0Å0ÏfÅ0ÉﬀÄzÂHËÀÍpÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]Ì p
t−1/2f(t) = tn/2ei(s(t)+p(t))
Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï
T

ÁÅÂH¿Î2ÂÐ4Ä~Å0Ù,ÂCÎ]ÀÏÂH¿fÄY×fÄÁÀËÄ×K×fÄÍÅ0ÉﬀÇlÅ0ÁÀnÂHÀÅ0ÏTÅ]È
f
Ð¿fÄÏêÁÄzÂÂHÀÏfÔ
m := n+ 1
Õ
+ïÂ~ËÄÉÎ]ÀÏfÁFÂHÅÇfËÅ	Ø0ÄﬀÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁÃÅ]È
m
Õ&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄÈMÅ0Ë
f ∈ PC±pi/2, m1, m2 ∈ Z, s1, s2 ∈
L∞, ‖s1‖ < pi/4, ‖s2‖ < pi/4 Î]Ïf×ÂHËÀÔ0Å0ÏfÅ0ÉﬀÄzÂHËÀÍpÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]ÌÁ p1, p2 ÂH¿Î2Â
tm1/2ei(s1(t)+p1(t)) = f(t) = tm2/2ei(s2(t)+p2(t))
¿fÅ0Ì×fÁÎ]ÌÉﬀÅ0Á%ÂÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄ³Å0Ï
T
Õu¾¿fÄÏ
tm/2ei(s(t)+p(t)) = 1
Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï
T
ÈMÅ0Ë
m := m1 − m2, s := s1 − s2, p := p1 − p2 Õ ¾¿fÄKÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï arg tm/2 ÍﬃÎ]Ï Å0ÏfÌnÊ¿ÎﬃØ0Ä
@ÆfÉﬀÇfÁYÅ]È=¿fÄÀÔ0¿7Â
pi
*ÙfÆ,ÂYÂH¿fÄ.ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
s + p
ÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]ÂÃ¿ÎﬃØ0ÄﬀÁÆfÍC¿9@ÆfÉﬀÇfÁYÀÏØdÀÄzÐwÅ]È ‖s‖∞ <
pi/2
Õ%ﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ
pÙlÅ]ÂH¿ ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁTÎ]ËÄÚÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÕ ¾¿fÄÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÀnÂ?Ê Å]È
s + p
ÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
ÂH¿Î2Â
ei(s(t)+p(t))
¿Î]ÁÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Î]ÙlÅ0Æ,ÂÂH¿fÄ~Å0ËÀÔ0ÀÏPÕª4Æ,ÂÂH¿fÄÏ
tm/2
¿Î]ÁpÎ]ÌÁÅ.ÐÀÏf×fÀÏfÔ
Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Î]Ïf×ÂH¿!ÆfÁ
m1 = m2
Õ
+ïÈ
m
ÀÁ=ÂH¿fÄ¹ÆfÏfÀ;!ÆfÄÌnÊ×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÄ×ÀÏ7ÂHÄÔ0ÄËÅ]È*ÂH¿fÄ¹ÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔﬀÌÄÉﬀÉÎ*!ÂH¿fÄÏÐ4Ä¹ÐÀÌÌlËÄzÈMÄËÂHÅ
m/2
Î]ÁÂH¿fÄ
ñh¡v¢É]¡v¢Íﬀ¢¥dªÐÛ[¬ÈÇ
Å]È*ÂH¿fÄYÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0Ì
f

m/2 =: wind f
Õ
¡
ÁTÎ]ÏúÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄÚÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËÂH¿fÄÚÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0ÌÁ
f1(t) := t
Î]Ïf×
f2(t) := t
1/2 Õ¯Ó ¿fÄËÄﬃÎ]Á f1
ÀÁ
ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁ
f2
¿Î]ÁÎÞ@ÆfÉﬀÇTÈMËÅ0É Å0ÏfÄ¹ÇlÅ0ÀÏ7ÂÅ]ÈÂH¿fÄYÆfÏfÀnÂÍÀËÍÌÄpÂHÅ.ÂH¿fÄ¹×fÀWÎ]ÉﬀÄzÂHËHÎ]ÌøÇlÅ0ÀÏ7ÂﬃÕª4Æ,Â
ÂH¿fÀÁG@ÆfÉﬀÇÍﬃÎ]ÏfÏfÅ]ÂsÙlÄYÏfÅ]ÂHÀÍÄ×KÎ]ÁsÎ]ÏKÎ]ÏfÅ0ÉÎ]ÌnÊÅ]È*ÂH¿fÄYËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
{(t, z) ∈ T× C : Re (f(t)z) = 0},
ÍÅ0ÏfÁÀÁ%ÂHÀÏfÔÚÅ]ÈpÎ]ÌÌAÁ%ÂHËHÎ]ÀÔ0¿7Â³ÌÀÏfÄÁ~ÂH¿fËÅ0ÆfÔ0¿ ÂH¿fÄÅ0ËÀÔ0ÀÏaÅ0Ë%ÂH¿fÅ0Ô0Å0ÏÎ]ÌuÂHÅêÂH¿fÄT×fÀËÄÍzÂHÀÅ0ÏaÅ]È
f2(t)
Õ
¾¿!ÆfÁÀÏÙlÅ]ÂH¿ÍﬃÎ]ÁÄÁﬀÂH¿fÄËÄÁ%ÂHËÀÍzÂHÀÅ0ÏÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×fÁ.Î]ËÄÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿MAÙfÆ,ÂÅ0ÏfÌnÊaÂH¿fÄ¥ËÁ%ÂﬀÉÎ]ÏfÀnÈMÅ0Ì×
ÀÁÅ0ËÀÄÏ7ÂCÎ]ÙfÌÄ]Õ ¾¿fÀÁÄ=!fÎ]ÉﬀÇfÌÄêÀÌÌÆfÁ%ÂHËHÎ2ÂHÄÁÐ¿7ÊÐ4ÄÎ]ËËHÎ]ÏfÔ0ÄKÂHÅ ÁÇlÄﬃÎ]ÞÅ]È~Î]Ï
§7Ç[¡N¬z¢©ï£5ÛÂ¬KÂL¡l
¢ø¬H£ Ç
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©1ÁÇH§
ÛÂ¬zª
ÀnÈPÂH¿fÄpÐÀÏf×fÀÏfÔ³Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
wind f
ÀÁ=Î]ÏÀÏ7ÂHÄÔ0ÄË,Å]ÂH¿fÄË%ÐÀÁÄpÐ4Ä
ÍﬃÎ]ÌÌuÂH¿fÀÁ~ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
¢ø§2¢Gl§7Ç[¡N¬z¢©ï£5ÛÂ¬
ÕK¾¿fÅ0ÆfÔ0¿ÏfÅ0Ï`?Å0ËÀÄÏ7ÂCÎ]ÙfÌÄÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÃÇlÅ0ÁÄÏfÅÎ]×f×fÀnÂHÀÅ0ÏÎ]Ì
×fÀnÛﬀÍÆfÌnÂ?Ê
,ÂH¿fÄÀË=ÂH¿fÄÅ0Ë%ÊÁÄÄÉﬀÁÏfÅ]ÂÂHÅﬀÙlÄFÐËÀnÂÂHÄÏKÆfÇÀÏTÂH¿fÄYÌÀnÂHÄËHÎ2ÂHÆfËÄ]Õ
ÓaÄÍﬃÎ]Ï ÏfÅ	Ð ÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ2ÂHÄÎÇfËÅ0ÇlÅ0ÁÀnÂHÀÅ0ÏúÄ=!,ÇfËÄÁÁÀÏfÔÂH¿fÄËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï ÙlÄzÂ?Ð4ÄÄÏ ÂH¿fÄÐÀÏf×fÀÏfÔ
Ï!ÆfÉ³ÙlÄËÅ]È*ÂH¿fÄYÁ%ÊdÉ³ÙlÅ0Ì
f
Î]Ïf×ÂH¿fÄYÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÀÌÀnÂ?ÊÇfËÅ0ÇlÄË%ÂHÀÄÁÅ]È­
¡
Õ

[Õ
-
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p
mlpiØe7cRcGr6sÞm;j)t*pihrqLuQh=tvt7jlpiØÐo­m;cKeycfRqsoFypij;j
xÀÔ0ÆfËÄ
¡
Õ0ÕŁﬁ¢kÀÏfÄﬃÎ]Ë3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁUÐÀnÂH¿.ÐÀÏf×fÀÏfÔ¹Ï!ÆfÉ³ÙlÄËÁ −1,−1/2 Î]Ïf× 3/2

êAêë
î;í
¬z©
f ∈ PC±pi/2
ó
	
Æ¬z¢ ©ËÆ¬ ¦C§7Ç=ÇH¬iÅdÁ§2¢É]¡v¢Í
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©§iÁ¬ÈÇ£]©?§7Ç
Rf : H
2 → L2
R
¡;Å
õ
ÇH¬{ÉAÆ§7ÂLª ñh¡v©ËÆ
dim kerRf = max(2 wind f + 1, 0)
codim rangeRf = −min(2 wind f + 1, 0)
indRf = 2 windf + 1
§7Î]¬ÈÇ
R
ó
ÑhËÅdÅ]È^ÕUÓaÄYÁÆfÙl×fÀnØdÀ×fÄFÂH¿fÄY×fÄËÀnØ]Î2ÂHÀÅ0ÏTÅ]È*ÂH¿fÀÁËÄÁÆfÌnÂsÀÏ7ÂHÅÁÄzØ0ÄËHÎ]ÌÍﬃÎ]ÁÄÁÕ ¢kÄzÂ
m, p, s
ÙlÄ~Î]ÁÀÏ
¢kÄÉﬀÉÎ
¡
Õ0Õ

£AÅ	¬Dñ"Æ¬ÈÇH¬
wind f = 0
ó
AÊBßlÊdÔ0É³ÆfÏf×M ÁÞ¢kÄÉﬀÉÎ

Õ ,Õ¹ÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w0 := −ie−Hϕ+iϕ  ¡ Õ 5
ÐÀnÂH¿
ϕ := s + p
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0Á=ÂHÅ
H2
ÕhÓaÄ¥Ïf×
Rf(w0) = Re (fw0) = Re (e
−iϕ(−i)e−Hϕ+iϕ) = Re (−ie−Hϕ) = 0
ÁÅ~ÂH¿Î2Â
w0
Î]Ïf×Î]ÌÌÀnÂHÁuËÄﬃÎ]ÌÉ³ÆfÌnÂHÀÇfÌÄÁhÙlÄÌÅ0ÏfÔ¹ÂHÅ
kerRf
ÕÓaÄsÁ¿Î]ÌÌÁ¿fÅ	Ð ÏfÅ	Ð ÂH¿Î2ÂuÂH¿fÄsÞ]ÄËÏfÄÌ
Å]È
Rf
ÀÁsÅ0ÏfÄ=`?×fÀÉﬀÄÏfÁÀÅ0ÏÎ]ÌNÕ­¢kÄzÂ
w
ÙlÄÃÎ]Ï7ÊêÅ]ÂH¿fÄËÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏêÀÏ
kerRf
Õ&dÀÏfÍÄ
1/w0 ∈ H2 ÂH¿fÄ
!ÆfÅ]ÂHÀÄÏ7Â
w/w0
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁpÂHÅ
H1
Ù7ÊêÂH¿fÄ

£]¥¦iÆÙ9l
ü
¦iÆñA£ ÇJý.¡v¢ø¬H¤¥f£ ÂL¡v©sÙ
ÕxËÅ0É
Im (w/w0) = 0
Ð4Ä~×fÄ×fÆfÍÄYÂH¿Î2Â
w
ÀÁÎ.ËÄﬃÎ]ÌkÉ³ÆfÌnÂHÀÇfÌÄpÅ]È
w0
Õ
xÅ0Ë
c ∈ L2
R
×fÄÈ¥ÏfÄ
wc := iw0((c/|w0|) + iH(c/|w0|))
= e−Hϕ+iϕceHϕ + ie−Hϕ+iϕH(ceHϕ)
-*
Ò
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+?ÏØdÀÄzÐ Å]ÈÀÏfÄ!ÆÎ]ÌÀnÂ?ÊN

Õ >5=
wc
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0Á=ÂHÅ
H2
Î]Ïf×Ð4Ä¥Ïf×
Rf (wc) = Re (fwc) = Re (c+ ie
−HϕH(ceHϕ)) = c,
ÀNÕ Ä]ÕÂH¿fÄB3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â³Å0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë
Rf
ÀÁ.ÁÆfË @ÄÍzÂHÀnØ0Ä Î]Ïf×
codim range(Rf ) = 0
Õ¾¿!ÆfÁ
ÀÏf×fÄÄ×
indRf = 1− 0 = 1 Õ

£AÅ	¬2ñ"Æ¬ÈÇH¬
wind f = m/2 = k ∈ N+
ó
¢kÄzÂ
f˜(t) = t−kf(t)
Õ¾¿fÄÏ
f˜ ∈ PC±pi/2 ¿Î]Á
ÐÀÏf×fÀÏfÔTÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
0
Õ¢kÄzÂ¹ÈMÆfË%ÂH¿fÄË
w˜, w˜0, . . . , w˜k−1, wˆ0, . . . , wˆk−1 ∈ H2 ÙlÄﬀÎ]Ï7ÊÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁFÅ]È
ÂH¿fÄYÌÀÏfÄﬃÎ]Ë­3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ
Rf˜ (w˜) = 0, w˜(z) 6≡ 0
Rf˜ (w˜j)(t) = −Re (f(t)tj), j = 0, . . . , k − 1
Rf˜ (iwˆj)(t) = −Re (if(t)tj), j = 0, . . . , k − 1.
¾¿fÄÏKÈMÅ0Ë
j = 0, . . . , k − 1
Rf(t
kw˜(t)) = Re (f(t)tkw˜(t)) = Re (f˜(t)w˜(t)) = 0,
Rf(t
kw˜j(t) + t
j) = Re (f(t)(tkw˜j(t) + t
j)) = Re (f˜(t)w˜j(t)) + Re (f(t)t
j) = 0,
Rf(it
kwˆj(t) + it
j) = Re (f(t)(itkwˆj(t) + it
j)) = Re (if˜(t)wˆj(t)) + Re (if(t)t
j) = 0,
ÁÅÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ
2k + 1
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
zkw˜(z),
zkw˜j(z) + z
j , j = 0, . . . , k − 1,  ¡ Õ #n
izkwˆj(z) + iz
j, j = 0, . . . , k − 1
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ.ÂHÅ
kerRf
Õ
ÓaÄﬀÁ¿Î]ÌÌuÁ¿fÅ	Ð ÏfÅ	ÐwÂH¿Î2Â~ÂH¿fÄÁÄﬀÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁÃÁÇÎ]ÏaÂH¿fÄﬀÞ]ÄËÏfÄÌ4Å]È
Rf
ÕB¢kÄzÂ
w ∈ kerRf Õ+ïÈ
q(z) =
k−1∑
j=0
(aj + ibj)z
j ×fÄÏfÅ]ÂHÄÁpÂH¿fÄÃÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]ÌøÁÆfÍC¿ÚÂH¿Î2Â w − q ¿Î]ÁFÎÐÄËÅÅ]ÈhÅ0Ë×fÄË k Î2Â
-

Ò
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z = 0
,ÂH¿fÄÏ
Rf˜
(
t−k(w(t)− q(t))−
k−1∑
j=0
(ajw˜j(t) + ibjwˆj(t))
)
= Re
(
f˜(t)
(
t−k(w(t)− q(t))−
k−1∑
j=0
(ajw˜j(t) + ibjwˆj(t))
))
= Re
(
f(t) (w(t)− q(t))− f˜(t)
k−1∑
j=0
(ajw˜j(t) + ibjwˆj(t))
)
= Rf (w)(t)−
k−1∑
j=0
Re
(
f(t)(aj + ibj)t
j + f˜(t)(ajw˜j(t) + ibjwˆj(t))
)
= −
k−1∑
j=0
aj(Re (f(t)t
j) + Re (f˜(t)w˜j(t)))−
k−1∑
j=0
bj(Re (if(t)t
j) + Re (if˜(t)wˆj(t)))
= 0.
ﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ

z−k(w(z)− q(z))−
k−1∑
j=0
(ajw˜j(z) + ibjwˆj(z)) = dw˜(z)
ÈMÅ0ËÁÅ0ÉﬀÄ
d ∈ R Î]Ïf×K¿fÄÏfÍÄ
w(z) =
k−1∑
j=0
(ajz
kw˜j(z) + ibjz
kwˆj(z)) +
k−1∑
j=0
(aj + ibj)z
j + dzkw˜(z)
=
k−1∑
j=0
aj(z
kw˜j(z) + z
j) +
k−1∑
j=0
bj(iz
kwˆj(z) + iz
j) + dzkw˜(z),

¡
Õ('

ÀNÕ Ä]Õ
w
ÀÁpÎÌÀÏfÄﬃÎ]ËÍÅ0É³ÙfÀÏÎ2ÂHÀÅ0ÏTÅ]ÈUÂH¿fÄYÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁy
¡
Õ #n[Õ+?ÏêÅ0Ë×fÄËÂHÅÁÄÄ~ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ~ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ

¡
Õ #n4Î]ËÄ¹ÌÀÏfÄﬃÎ]ËÌnÊÀÏf×fÄÇlÄÏf×fÄÏ7ÂÐ4Ä¹ÁÆfÇfÇlÅ0ÁÄ¹ÂH¿Î2Â=ÂH¿fÄFÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w(z)
×fÄÈ¥ÏfÄ×Ù7Ê¨
¡
Õ('
uØ]Î]Ï`
ÀÁ¿fÄÁ.À×fÄÏ7ÂHÀÍﬃÎ]ÌÌnÊÈMÅ0Ë³ÍÄË%ÂCÎ]ÀÏÍÅdÄzÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÁ
aj, bj, d
uÎ]Ïf×Ð4ÄT¿ÎﬃØ0ÄTÂHÅÇfËÅ	Ø0ÄTÂH¿Î2ÂﬀÎ]ÌÁÅêÂH¿fÄÁÄ
ÍÅdÄzÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÁØ]Î]ÏfÀÁ¿PÕxËÅ0É
w(0) = a0 + ib0, w
′(0) = a1 + ib1, . . . , w
(k−1)(0) = (k − 1)!(ak−1 + ibk−1)
Ð4Ä~ÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄÃÎ2Â×¥ËÁ%ÂsÂH¿Î2Â
a0 = . . . = ak−1 = b0 = . . . = bk−1 = 0
lÎ]Ïf×ÂH¿fÄÏ
d = 0
ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁ
ÁÀÏfÍÄ
w˜ 6≡ 0 ÕuÖsÄÏfÍÄ dim kerRf = 2k + 1 Õ
sÄ=!dÂFÐ4Ä.ÇfËÅ	Ø0ÄÃÂH¿Î2Â
codim rangeRf = 0
øÀNÕ Ä]Õ
Rf
ÀÁpÁÆfË @ÄÍzÂHÀnØ0Ä]ÕbxÅ0Ë
c ∈ L2
R
ÌÄzÂ
w˜
ÙlÄ.Î
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ]È
Rf˜ (w˜) = c
Õ+ïÈ
w(z) := zkw˜(z)
ÂH¿fÄÏ
Rf (w)(t) = Re (f(t)w(t)) = Re (f˜(t)t
−ktkw˜(t)) = Rf˜(w˜)(t) = c(t),
-

Ò
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ÀNÕ Ä]Õ
Rf (w) = c
ÕÊxÀÏÎ]ÌÌnÊ.Ð4Ä~ÍÅ0ÉﬀÇfÆ,ÂHÄ
indRf = (2k + 1)− 0 = 2k + 1 Õ

£AÅ	¬Dñ"Æ¬ÈÇH¬
wind f = m/2 = −k, k ∈ N+
ó
¾¿fÀÁ=ÂHÀÉﬀÄFÐ4Ä~ÁÄzÂ
f˜(t) := tkf(t)
ÂHÅÅ0Ù,ÂCÎ]ÀÏKÎ
ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f˜(t) ∈ PC±pi/2 ÐÀnÂH¿KÐÀÏf×fÀÏfÔÏ!ÆfÉ³ÙlÄË 0 Õ4ÓaÄ~Á¿fÅ	Ð ÏfÅ	Ð ÂH¿Î2ÂsÂH¿fÄ~Þ]ÄËÏfÄÌ*Å]È Rf ÀÁ
ÂH¿fÄYÏ!ÆfÌÌPÁÇÎ]ÍÄ]ÕÊ+?Ïf×fÄÄ×M$ÌÄzÂ
w ∈ kerRf Õ+ïÈ w˜(z) := zkw(z) ÂH¿fÄÏ
Rf˜(w˜)(t) = Re (f˜(t)w˜(t)) = Re (f(t)t
−ktkw(t)) = Rf (w)(t) = 0.
¾¿fÄÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï~ÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎy
¡
Õ 5*Á¿fÅ	ÐÁhÂH¿Î2ÂÂH¿fÄÅ0ÏfÌnÊYÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï³ÀÏ
kerRf˜
Ð¿fÀÍC¿.¿Î]ÁuÎ¤ÄËÅYÀÁ*ÂH¿fÄ
ÄËÅÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏPÕ~ÖsÄÏfÍÄ³Ð4Ä.ÍÅ0ÏfÍÌÆf×fÄ
w˜(z) ≡ 0 Î]Ïf×Î]ÌÁÅ w(z) ≡ 0 Õ¹¾¿fÄÎ]ÙlÅ	Ø0Ä.ÍﬃÎ]ÌÍÆfÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï
ÈMÅ0Ë
Rf˜ (w˜) = Rf (w)
Î]ÍzÂHÆÎ]ÌÌnÊ¿fÅ0Ì×fÁ=ÈMÅ0ËÎ]Ï7Ê
w ∈ H2 Î]Ïf×Á¿fÅ	ÐÁ
rangeRf = range(Rf˜ |zkH2).
+ïÂsÀÁÄﬃÎ]Á%ÊÂHÅﬀÁ¿fÅ	Ð ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÉÎ]ÇfÇfÀÏfÔ
R : H2/zkH2 → L2
R
/ range(Rf˜ |zkH2)
ÐÀnÂH¿
R([g]H2/zkH2) := [Rf˜ (g)]L2R/ range(Rf˜ |zkH2), g ∈ H2,
ÀÁÌÀÏfÄﬃÎ]ËÎ]Ïf×KÁÆfË @ÄÍzÂHÀnØ0Ä]Õ+?Ïf×fÄÄ×M
R
ÀÁ=Ð4ÄÌÌk×fÄÈ¥ÏfÄ×êÁÀÏfÍÄ
[g1]H2/zkH2 = [g2]H2/zkH2
⇒ g1 − g2 =: g ∈ zkH2
⇒ Rf˜ (g1)− Rf˜(g2) = Rf˜(g) ∈ range(Rf˜ |zkH2)
⇒ [Rf˜ (g1)]L2R/ range(Rf˜ |zkH2) = [Rf˜ (g2)]L2R/ range(Rf˜ |zkH2)
ÈMÅ0Ë
g1, g2 ∈ H2 Î]Ïf× Rf˜ : H2 → L2R
ÀÁÁÆfË @ÄÍzÂHÀnØ0Ä]Õ&dÀÏfÍÄ
kerRf˜ ∩ zkH2 = {0}
,ÂH¿fÄYÞ]ÄËÏfÄÌ
kerR = {[g]H2/zkH2 : g ∈ kerRf˜}
¿Î]ÁÂH¿fÄYÁHÎ]ÉﬀÄ¹×fÀÉﬀÄÏfÁÀÅ0ÏÎ]Á
kerRf˜
ÏÎ]ÉﬀÄÌnÊ
1
ÕsÅ	Ð Ð4ÄD¥Ïf×
codim rangeRf = dim(L
2
R
/ rangeRf)
= dim(L2
R
/ range(Rf˜ |zkH2))
= dim((H2/zkH2)/ kerR)
= dim(H2/zkH2)− dim kerR
= 2k − 1.
¾¿!ÆfÁ
indRf˜ = 0− (2k − 1) = −2k + 1
Õ
¢kÄzÂ
c ∈ L2
R
ÕsÓaÄ.Î]ËÄÃÀÏ7ÂHÄËÄÁ%ÂHÄ×ÚÂHÅÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ2ÂHÄYÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁÐ¿fÄÏ¦
¡
Õ

ÀÁsÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÌÄ~ÀÏ
H2

ÀNÕ Ä]ÕÂHÅ³ÍC¿Î]ËHÎ]ÍzÂHÄËÀ;ÄsÐ¿fÄÏ
c ∈ rangeRf = range(Rf˜ |zkH2)
Õª¢kÄzÂ
ϕ := arg f˜
Î]Ïf×MfÎ]Á=Î]ÙlÅ	Ø0Ä 
w0 := −ie−Hϕ+iϕ
wc := e
−Hϕ+iϕ(ceHϕ + iH(ceHϕ)).
- #
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&dÀÏfÍÄ
R−1
f˜
(c) = wc + kerRf˜ ,
Ð4Ä~¿ÎﬃØ0Ä
c ∈ range(Rf˜ |zkH2)
ÀnÈUÎ]Ïf×Å0ÏfÌnÊÀnÈ*ÂH¿fÄËÄYÀÁ
d ∈ R ÁÆfÍC¿KÂH¿Î2Â
wc + dw0 ∈ zkH2,
ÀNÕ Ä]Õ
z−j(wc(z) + dw0(z))|z=0 = 0, j = 0, . . . , k − 1.
xÅ0Ë
j = 0
Ð4Ä~Å0Ù,ÂCÎ]ÀÏ
eiϕ(0)ceHϕ(0)− dieiϕ(0) = 0,
¿fÄÏfÍÄ
d = −iceHϕ(0) Î]Ïf× d = 0 ÁÀÏfÍÄ ceHϕ ÀÁ~ËÄﬃÎ]Ì©`ïØ]Î]ÌÆfÄ×PÕﬀ¾¿!ÆfÁÃÂH¿fÄØ]Î]ÏfÀÁ¿fÀÏfÔKÅ]È4ÂH¿fÄ
ÉﬀÄﬃÎ]ÏTØ]Î]ÌÆfÄ¹Å]È
z−jwc(z), j = 0, . . . k − 1 ÍﬃÎ]ÏKÙlÄ¹ÐËÀnÂÂHÄÏKÎ]Á
eiϕ(0)
∫ 2pi
0
eijτeHϕ( ÷
ö
τ )c(
Ä
ä
τ )dτ = 0, j = 0, . . . , k − 1.
pÀnØdÀ×fÀÏfÔ.Ù7Ê
eiϕ(0)
Î]Ïf×KÁÄÇÎ]ËHÎ2ÂHÀÏfÔËÄﬃÎ]ÌkÎ]Ïf×KÀÉÎ]Ô0ÀÏÎ]Ë%ÊﬀÇÎ]Ë%ÂÔ0ÀnØ0ÄÁ
∫ 2pi
0
c(
Ä
ä
τ )eHϕ( ÷
ö
τ ) cos(jτ)dτ = 0, j = 0, . . . , k − 1,∫ 2pi
0
c(
Ä
ä
τ )eHϕ( ÷
ö
τ ) sin(jτ)dτ = 0, j = 1, . . . , k − 1.
sÅ]ÂHÄÂH¿Î2ÂAÂH¿fÄpÁÄÍÅ0Ïf×ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏﬀÀÁAÉﬀÄﬃÎ]ÏfÀÏfÔ0ÌÄÁÁhÈMÅ0Ë
j = 0
dÁÅ~ÂH¿Î2ÂAÂH¿fÄËÄFÎ]ËÄsÄ=!fÎ]ÍzÂHÌnÊ
2k− 1
ÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁÕ

£AÅ	¬ñ"Æ¬ÈÇH¬
wind f = −1/2
ó
¾¿fÄËÄ=ÀÁ
t0 = e
iτ0 ∈ T ÁÆfÍC¿.ÂH¿Î2Â Re f(t0+0)/f(t0−0) < 0 Õ
sÅ	Ð ÌÄzÂ
f˜(
Ä
ä
τ ) =
{
f(e2iτ ), τ0 ≤ τ < τ0 + pi
−f(e2iτ ), τ0 + pi ≤ τ < τ0 + 2pi.
¾¿fÄÏ
f˜ ∈ PC±pi/2 Î]Ïf× wind f˜ = −1 Õ+?ÏaÅ0Ë×fÄËYÂHÅêÇfËÅ	Ø0ÄÀÏA@ÄÍzÂHÀnØdÀnÂ?ÊÅ]È Rf Î]ÁÁÆfÉﬀÄﬀÂH¿Î2Â
Rf (w) = 0
ÈMÅ0ËÁÅ0ÉﬀÄ
w ∈ H2 Õh¾¿fÄÏ w˜(z) := w(z2) ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁÈMÅ0Ë 0 < r < 1∫ 2pi
0
|w˜(reiτ )|2dτ =
∫ 2pi
0
|w(r2e2iτ )|2dτ =
∫ 2pi
0
|w(r2eiτ )|2dτ,
¿fÄÏfÍÄ
w˜ ∈ H2 Î]Ïf× ‖w˜‖2 = ‖w‖2 ÕÊxÅ0ËÎ]Ï7Ê t ∈ T ¿fÅ0Ì×fÁ
Re (f˜(t)w˜(t)) = Re (±f(t2)w(t2)) = 0,
ÀNÕ Ä]Õ
w˜ ∈ kerRf˜
ÕÊ4Æ,Â
Rf˜
ÀÁÀÏA@ÄÍzÂHÀnØ0ÄYÎ]Ïf×ÂH¿!ÆfÁ
w˜ = 0
Î]Ïf×êÎ]ÌÁÅ
w = 0
Õh¾¿fÄ~ÁÆfË @ÄÍzÂHÀnØdÀnÂ?ÊTÅ]È
Rf
ÍﬃÎ]ÏKÙlÄYÄÁ%ÂCÎ]ÙfÌÀÁ¿fÄ×KÎ]ÁÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁŁª¢kÄzÂ
c ∈ L2
R
Î]Ïf×ÁÄzÂ
c˜(
Ä
ä
τ ) :=
{
c(e2iτ ) τ0 ≤ τ < τ0 + pi
−c(e2iτ ) τ0 + pi < τ ≤ τ0 + 2pi
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¾¿fÄÏ ÎTÍÅ0ÉﬀÇfÆ,ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏÚÁÀÉﬀÀÌWÎ]ËÂHÅTÂH¿fÄﬀÎ]ÙlÅ	Ø0ÄÅ0ÏfÄÁ¿fÅ	ÐÁYÂH¿Î2Â
c˜ ∈ L2
R
Î]Ïf× ‖c˜‖2 = ‖c‖2 Õ+?Ï
Å0Ë×fÄËpÂHÅ×fÄÍÀ×fÄÃÐ¿fÄzÂH¿fÄËFÂH¿fÄÃÌÀÏfÄﬃÎ]Ë¤3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%ÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
Rf˜ (w˜) = c˜
¿Î]Á¹ÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w˜ ∈ H2 Ð4ÄY¿ÎﬃØ0ÄYÂHÅÍC¿fÄÍCÞÅ0ÏfÄYÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÀÌÀnÂ?ÊﬀÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏM,ÏÎ]ÉﬀÄÌnÊ∫ 2pi
0
c˜(
Ä
ä
τ )eHϕ( ÷
ö
τ )dτ = 0

¡
Õ 5
Ð¿fÄËÄ
ϕ(
Ä
ä
τ ) := s(e2iτ ) + p(e2iτ )
Õu¾¿fÄYÇfËÅ0ÇlÄË%Â?Ê
ϕ(−t) = ϕ(t) Î]ÌÉﬀÅ0Á%Â=ÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄ³Å0Ï T ÀÁ
ÇfËÄÁÄË%Ø0Ä×ÚÙ7ÊTÂH¿fÄYÖsÀÌÙlÄË%ÂÅ0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0ËfÀNÕ Ä]Õ
Hϕ(−t) = Hϕ(t) Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T,
Ð¿fÄËÄﬃÎ]Á
c˜(−t) = −c˜(t) Î,Õ Ä]ÕhÅ0Ï T.
xËÅ0É¼ÂH¿fÄÁÄÂ?Ð4ÅËÄÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁÂH¿fÄÚØ]Î]ÌÀ×fÀnÂ?ÊÅ]È
¡
Õ 5ÍﬃÎ]Ï ÙlÄ×fÄ×fÆfÍÄ×PÕäÖsÄÏfÍÄÂH¿fÄÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
Re (f˜ w˜) = c˜
ÀÁÆfÏfÀ;!ÆfÄÌnÊÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÌÄFÀÏ
H2
Î]Ïf×ÀnÂHÁÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÍﬃÎ]ÏKÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂHÄÌnÊÙlÄYÄ=!,ÇfËÄÁÁÄ×ÚÙ7Ê
w˜(t) = t−1e−Hϕ(t)+iϕ(t)(c˜(t)eHϕ(t) + iH(c˜(t)eHϕ(t))).
¡
ÁsÎ]ÙlÅ	Ø0Ä¹Ð4Ä~ÀÏ,ÈMÄË
w˜(−t) = w˜(t) Î,Õ Ä]ÕuÅ0Ï T,
Ð¿fÀÍC¿.ÀÉﬀÇfÌÀÄÁPÂH¿Î2ÂhÎ]ÌÌ!¾ÎﬃÊdÌÅ0ËÍÅdÄzÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÁUÅ]È
w˜
ÐÀnÂH¿³Åd×f×³ÀÏf×fÄ=!~Ø]Î]ÏfÀÁ¿M]¿fÄÏfÍÄ
w˜(z) = w(z2)
ÈMÅ0ËÎ³ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
w ∈ H2 ÐÀnÂH¿ ‖w‖2 = ‖w˜‖2 ÕÊxÅ0Ë τ0 ≤ τ < τ0 + pi Ð4Ä~Å0Ù,ÂCÎ]ÀÏ
Rf (w)(e
2iτ) = Re (f(e2iτ )w(e2iτ )) = Re (f˜(
Ä
ä
τ )w˜(
Ä
ä
τ )) = c˜(
Ä
ä
τ ) = c(e2iτ ),
ÀNÕ Ä]Õ
w
ÀÁÂH¿fÄ~×fÄÁÀËÄ×ÚÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÅ]È
Rf(w) = c
Õ
¡
ÌnÂHÅ0Ô0ÄzÂH¿fÄË
dim kerRf = codim rangeRf =
indRf = 0
Õ

£AÅ	¬Dñ"Æ¬ÈÇH¬
wind f = −(2k + 1)/2, k ∈ N
ó
¢kÄzÂ
f˜(t) := tkf(t)
ÕA¾¿fÄÏ
f˜ ∈ PC±pi/2 $Î]Ïf×
wind f˜ = −1/2 Õ ¡ ÁuÀÏ³ÂH¿fÄÍﬃÎ]ÁÄÅ]ÈøÎ¹ÏfÄÔ7Î2ÂHÀnØ0ÄÀÏ7ÂHÄÔ0ÄËUÐÀÏf×fÀÏfÔ¹Ï!ÆfÉ³ÙlÄË w ∈ kerRf ÀÉﬀÇfÌÀÄÁ
w˜ ∈ kerRf˜
ÈMÅ0Ë
w˜(z) := zkw(z)
Î]Ïf×ÂH¿!ÆfÁ
w˜ = 0
Î]ÁÐ4ÄÌÌ*Î]Á
w = 0
Õ
¡
ÌÁÅÂH¿fÄ~ÍÅ0ÉﬀÇfÆ,ÂCÎ2ÂHÀÅ0Ï
Å]È*ÂH¿fÄYÍÅd×fÀÉﬀÄÏfÁÀÅ0ÏÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁ4ÂH¿fÄYÁHÎ]ÉﬀÄYÌÀÏfÄ 
codim rangeRf = dimL
2
R
/ rangeRf
= dimL2
R
/ range(Rf˜ |zkH2)
= dimH2/zkH2 − dim kerRf˜
= 2k − 0.
+?ÏÂH¿fÀÁÍﬃÎ]ÁÄ
indRf = 0− 2k = −2k Õ

£AÅ	¬ñ"Æ¬ÈÇH¬
wind f = (2k − 1)/2, k ∈ N+
ó
¢kÄzÂ
f˜(t) := t−kf(t)
$ÂH¿fÄÏ
f˜ ∈ PC±pi/2 Î]Ïf×
wind f˜ = −1/2 Õª+ïÈ w˜0, . . . , w˜k−1, wˆ0, . . . , wˆk−1 ∈ H2 Î]ËÄ¹ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ=Å]ÈÂH¿fÄYÌÀÏfÄﬃÎ]Ë3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`
ÖsÀÌÙlÄË%ÂÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ
Rf˜ (w˜j)(t) = −Re (f(t)tj), j = 0, . . . , k − 1,
Rf˜ (iwˆj)(t) = −Re (if(t)tj), j = 0, . . . , k − 1,
-
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ÂH¿fÄÏÀnÂUÍﬃÎ]Ï.ÙlÄÁ¿fÅ	ÐÏÀÏÃÂH¿fÄÁHÎ]ÉﬀÄ4Ð=ÎﬃÊ.Î]ÁUÀÏ³ÂH¿fÄ=ÇfËÅdÅ]ÈÈMÅ0ËUÇlÅ0ÁÀnÂHÀnØ0Ä4ÀÏ7ÂHÄÔ0ÄËÐÀÏf×fÀÏfÔFÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
zkw˜j(z) + z
j , j = 0, . . . , k − 1,
izkwˆj(z) + iz
j, j = 0, . . . , k − 1
ÁÇÎ]ÏúÂH¿fÄÞ]ÄËÏfÄÌ¹Å]È
Rf
sÀNÕ Ä]Õ
dim kerRf = 2k
Õ%xÀÏÎ]ÌÌnÊ
=Ð4ÄÍÅ0Ï7ØdÀÏfÍÄÅ0ÆfËÁÄÌnØ0ÄÁÅ]ÈYÂH¿fÄ
ÁÆfË @ÄÍzÂHÀnØdÀnÂ?ÊÅ]È
Rf
Õ ¢kÄzÂ
c ∈ L2
R
Î]Ïf×
w˜
ÙlÄÃÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ]È
Rf˜ (w˜) = c
ÕA¾¿fÄÏ
w(z) := zkw˜(z)
ÈMÆfÌ¥ÌÌÁ
Rf(w) = Rf˜(w˜) = c
Õ
¡
Ô7Î]ÀÏÃÂH¿fÄ=ÀÏf×fÄ=!³¿Î]ÁÂH¿fÄ=ÍÌWÎ]ÀÉﬀÄ×~Ø]Î]ÌÆfÄ
indRf = 2k−0 = 2k Õ
3ÄÔ7Î]Ë×fÀÏfÔÃÂH¿fÄ¹Ä=!,ÇfÌÀÍÀnÂ=ÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ]Á4×fÄËÀnØ0Ä×ÀÏÂH¿fÄYÇfËÄÍÄ×fÀÏfÔÇfËÅdÅ]ÈdÐ4ÄYËÄÍÅ0Ô0ÏfÀ;ÄFÂH¿Î2Â=ÂH¿fÄ
ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁ.Å]ÈpÂH¿fÄKÌÀÏfÄﬃÎ]Ë3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â³ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ 
¡
ÕA³ÐÀnÂH¿ÖÞ}0Ì×fÄË`?ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÍÅdÄzÛ`
ÍÀÄÏ7ÂHÁ
a, b, c ∈ Cα(T), 0 < α < 1, Î]ËÄÎ]ÌÁÅTÖÞ}0Ì×fÄË`?ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁpÐÀnÂH¿Ä=!,ÇlÅ0ÏfÄÏ7Â α ÕY¾¿fÀÁ¹ÀÁ
×fÆfÄFÂHÅ³ÂH¿fÄ¹Î2ÈMÅ0ËÄÉﬀÄÏ7ÂHÀÅ0ÏfÄ×ÈÝÎ]ÍzÂ4ÂH¿Î2Â=ÂH¿fÄYÖsÀÌÙlÄË%Â4Å0ÇlÄËHÎ2ÂHÅ0Ë
H
ÉÎ]ÇfÁ
Cα(T)
ÀÏ7ÂHÅ³ÀnÂHÁÄÌnÈ^ÕÓaÄ
¥ÏÎ]ÌÌnÊÁ%ÂCÎ2ÂHÄ~Î]Ïf×KÇfËÅ	Ø0ÄÃÎ.ÆfÏfÀ;!ÆfÄÏfÄÁÁsËÄÁÆfÌnÂsÏfÄÄ×fÄ×êÀÏTÂH¿fÄYÇfËÅdÅ]È*Å]È¾¿fÄÅ0ËÄÉ,Õ('dÕ ,Õ

-Lzlì2î  ð
Ì.©ËÆ¬yÅÈÙ2ªÐÛ[§7Â
f ∈ Cα(T), 0 < α < 1, Æf£AÅñh¡v¢É]¡v¢Í¢¥dªÐÛ[¬ÈÇ n ≥ 0 ò £]¢É
t0, . . . , t2n ∈ T, w0, . . . , w2n ∈ C £ ÇH¬Åz¥¦iÆK©ËÆf£]©
Re (f(tj)wj) = c(tj), j = 0, . . . , 2n,
©ËÆ¬z¢©ËÆ¬ÐÂL¡v¢ø¬H£ Ç
Ä
¡N¬zªﬀ£]¢¢Gl
ã
¡ËÂÛ[¬ÈÇ[©ÁÇH§
ÛÂ¬zª

¡
Õ


ñh¡v©ËÆ
c ∈ Cα(T) ©?§{Í!¬z©ËÆ¬ÈÇñh¡v©ËÆ©ËÆ¬Åz¡sÉ!¬
¦C§2¢É]¡v©Ý¡N§2¢*Å
w(tj) = wj, j = 0, . . . , 2n,

¡
Õ(

¡;Å~¥d¢¡Ý¤¥¬ÈÂÚÙÅ	§7ÂÚÎ2£5ÛÂ¬¹¡v¢
Cα(T)
ó
ÑhËÅdÅ]È^Õª+ïÂÁÆ,ÛﬀÍÄÁsÂHÅÁ¿fÅ	Ð ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄY¿fÅ0ÉﬀÅ0Ô0ÄÏfÄÅ0ÆfÁÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
Rf(w) = 0,

¡
Õ -5
w(tj) = 0, j = 0, . . . , 2n,
¿Î]ÁsÅ0ÏfÌnÊTÂH¿fÄYÂHËÀnØdÀWÎ]ÌkÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏPÕ +?Ïf×fÄÄ×MøÎ]ÍÍÅ0Ë×fÀÏfÔﬀÂHÅﬀ¾¿fÄÅ0ËÄÉ
¡
Õ

Î]Ïf×KÂH¿fÄÃËÄÉÎ]ËÞÙlÄzÈMÅ0ËÄ
ÂH¿fÀÁkÍÅ0ËÅ0ÌÌWÎ]Ë%Ê
ﬃÂH¿fÄËÄ4Î]ËÄUÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ
w˜0, . . . , w˜2m ∈ Cα(T) ÍÅ0ÏfÁ%ÂHÀnÂHÆ,ÂHÀÏfÔsÎÙÎ]ÁÀÁÅ]È kerRf 2Î]Ïf×
ÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
w˜ ∈ Cα(T) Å]ÈUÂH¿fÄ³ÀÏf¿fÅ0ÉﬀÅ0Ô0ÄÏfÄÅ0ÆfÁsÇfËÅ0ÙfÌÄÉ  ¡ Õ  [Õs¾¿fÄÏÚÂH¿fÄÃÌÀÏfÄﬃÎ]ËÞ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`
ÖsÀÌÙlÄË%ÂsÇfËÅ0ÙfÌÄÉ 
¡
Õ

ÐÀnÂH¿KÂH¿fÄÃÁÀ×fÄÃÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁ
¡
Õ(
ÀÁpÆfÏfÀ;!ÆfÄÌnÊÁÅ0ÌnØ]Î]ÙfÌÄYÀnÈuÎ]Ïf×ÚÅ0ÏfÌnÊÀnÈ
ÂH¿fÄYÌÀÏfÄﬃÎ]Ë=Á%ÊdÁ%ÂHÄÉ#Å]ÈÄ!ÆÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ
2n∑
k=0
αkw˜k(tj) + w˜(tj) = wj, j = 0, . . . , 2n
¿Î]ÁpÎÆfÏfÀ;!ÆfÄÌnÊT×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÄ×êÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï
(α0, . . . , α2n) ∈ R2n+1 fÐ¿fÀÍC¿êÀÁÂH¿fÄ~ÍﬃÎ]ÁÄ~ÀnÈhÎ]Ïf×KÅ0ÏfÌnÊ
ÀnÈÂH¿fÄYÍÅ0ËËÄÁÇlÅ0Ïf×fÀÏfÔﬀ¿fÅ0ÉﬀÅ0Ô0ÄÏfÄÅ0ÆfÁÁ%ÊdÁ%ÂHÄÉ¿Î]ÁÅ0ÏfÌnÊÂH¿fÄ¹ÂHËÀnØdÀWÎ]ÌøÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏPÕ
ÖsÄÏfÍÄYÌÄzÂ
w ∈ Cα(T) ÙlÄYÎÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÅ]È­ ¡ Õ -5[Õh¾¿fÄÏKÂH¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
wˆ(z) :=
1
q(z)
w(z)
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ÐÀnÂH¿
q(z) := (z− t1) · · · (z− t2n) ÀÁh¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍ=ÀÏ D Î]Ïf×ﬀÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁAÅ0Ï D\{t1, . . . , t2n} Õ
xËÅ0É
|w(t)| = |w(t)− w(tj)| ≤ C|t− tj|α
Ð4Ä~×fÄËÀnØ0Ä¹ÂH¿Î2ÂÈMÅ0Ë
t ∈ T ÀÏKÎ.ÏfÄÀÔ0¿!ÙlÅ0ÆfË¿fÅdÅd×Å]È tj ¿fÅ0Ì×fÁ
|wˆ(t)| ≤ C|q(t)| |t− tj|
α ≤ Cˆ|t− tj|α−1,
Î]Ïf×ÚÂH¿!ÆfÁ
wˆ ∈ Hp ÈMÅ0Ë p < 1/(1 − α) ÕF¾¿fÄ³ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï q/|q| ÀÁpÁÉﬀÅdÅ]ÂH¿êÅ0Ï T \ {t1, . . . , t2n} 
Î]Ïf×ÀnÂHÁ¹Î]ËÔ0ÆfÉﬀÄÏ7Â¹¿Î]Á@ÆfÉﬀÇfÁFÅ]ÈA¿fÄÀÔ0¿7Â
pi
Î2Â
t1, . . . , t2n
ÕY¾¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄ³ÂH¿fÄ.Á%ÊdÉ³ÙlÅ0Ì
fˆ
×fÄÈ¥ÏfÄ×
Ù7Ê
fˆ(t) :=

f(t)
q(t)
|q(t)| t ∈ (t2j , t2j+1), j = 1, . . . , n, (t2n+1 := t1),
−f(t) q(t)|q(t)| t ∈ (t2j+1, t2j+2), j = 0, . . . , n− 1,
ÀÁÖÞ}0Ì×fÄË`?ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÎ]Ïf×K¿Î]ÁÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
0
ÕUÓaÄ¥Ïf×KÏfÅ	Ð
Rfˆ (wˆ) = Re (fˆ wˆ) = Re
(
±fq|q|
w
q
)
= Re (± 1|q|fw) = ±
1
|q|Re (fw) = ±
1
|q|Rf (w) = 0.
¢kÄzÂ
wˆ0 ∈ Cα(T) ÙlÄêÎÏfÅ0Ï7ÂHËÀnØdÀWÎ]Ì=ÄÌÄÉﬀÄÏ7ÂﬀÅ]È kerRfˆ
Õ¦xËÅ0É ÂH¿fÄÄ=!,ÇfÌÀÍÀnÂËÄÇfËÄÁÄÏ7ÂCÎ2ÂHÀÅ0Ï

¡
Õ 5³Ð4ÄêËÄÍÅ0Ô0ÏfÀ;ÄKÂH¿Î2ÂÎ]ÌÁÅ
1/wˆ0
ÀÁﬀ¿fÅ0ÌÅ0ÉﬀÅ0ËÇf¿fÀÍTÀÏ
D
Î]Ïf× ÖÞ}0Ì×fÄË`?ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁﬀÅ0Ï
T
Õ
ﬂ4Å0ÏfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂHÌnÊ

wˆ/wˆ0
ÙlÄÌÅ0ÏfÔ0ÁsÂHÅ
Hp
Î]Ïf×
Im (wˆ/wˆ0) = 0
Î]ÌÉﬀÅ0Á%ÂsÄzØ0ÄË%Ê!Ð¿fÄËÄﬀÅ0Ï
T
ÕD&dÀÏfÍÄ
p
ÍﬃÎ]ÏTÂCÎ]Þ]Ä~Å0ÏTØ]Î]ÌÆfÄÁÔ0ËÄﬃÎ2ÂHÄË=ÂH¿Î]Ï
1
,ÂH¿fÄD!ÆfÅ]ÂHÀÄÏ7Â
wˆ/wˆ0
ÀÁsÎ.ËÄﬃÎ]ÌPÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂrlÎ]Ïf×
wˆ(t0) =
w(t0)
q(t0)
= 0
ÀÉﬀÇfÌÀÄÁAÂH¿Î2Â
wˆ
Ø]Î]ÏfÀÁ¿fÄÁÀ×fÄÏ7ÂHÀÍﬃÎ]ÌÌnÊ0Õ
¡
×fÀ£øÄËÄÏ7Âs×fÄ×fÆfÍzÂHÀÅ0ÏÅ]È*ÂH¿fÀÁËÄÁÆfÌnÂÍﬃÎ]ÏKÙlÄFÈMÅ0ÆfÏf×KÀÏº~

ÍC¿Î]Ç,ÂHÄËD0Õ #R1ﬂ4Å0ËÅ0ÌÌWÎ]Ë%Ê

Õu¾¿fÄ
Î]×,Ø]Î]Ï7ÂCÎ]Ô0Ä.Å]ÈAÅ0ÆfË¹ÇfËÅdÅ]ÈuÀÁFÂH¿Î2Â¹ÀnÂ¹ÍﬃÎ]ÏÀÉﬀÉﬀÄ×fÀWÎ2ÂHÄÌnÊTÙlÄ³ÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÄËËÄ×ÂHÅ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ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
tj, wj ∈ T, j = 0, . . . , k ,Ð4Ä~ÁÄﬃÎ]ËÍC¿KÈMÅ0Ë¥ÏfÀnÂHÄÕ Ân£AÅ	¦iÆH7¬ ÁÇH§rÉ]¥¦z©ËÅ
B(z) =
Ä
ä
τ
m∏
j=1
z − zj
1− zjz , τ ∈ R, zj ∈ D
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Å]ÈÌÄﬃÎ]Á%ÂÇlÅ0ÁÁÀÙfÌÄ
§7ÇJÉ!¬ÈÇ
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ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ.ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁ
B(tj) = wj, j = 0, . . . , k.
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ÁÀÉﬀÇfÌÄ3ÀÄÉÎ]ÏfÏ`^ÖsÀÌÙlÄË%Â4ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
B(t) ∈ T, t ∈ T
ÐÀnÂH¿TÐÀÏf×fÀÏfÔ.Ï!ÆfÉ³ÙlÄË
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Î]ÙlÅ0Æ,Â
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fÂH¿fÀÁ=ÀÁÎ.ÁÇlÄÍÀWÎ]ÌøÍﬃÎ]ÁÄYÅ]È*ÂH¿fÄ¹ÉﬀÀÏfÀÉÎ]Ì$ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%ÊÀÏ7ÂHÄË`
ÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÇlÅ0ÁÄ×KÀÏÁÄÍzÂHÀÅ0ÏK,Õ('dÕ0Õ
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ÂH¿Î2ÂÃÂH¿fÄËÄÀÁ³Î]Ï ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÏfÔÇfËÅd×fÆfÍzÂ
B(z)
Å]ÈÅ0Ë×fÄË.Î2ÂÃÉﬀÅ0Á%Â
(k + 1)2
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Á³ÉﬀÄÏ7ÂHÀÅ0ÏfÄ×
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sÄzØ]Î]ÏfÏfÌÀÏfÏÎA`^ÑhÀÍCÞÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬁÀÏ ÂH¿fÄÚÆfÏfÀnÂT×fÀÁÍﬀÀÁÂH¿fÄÅ0ËÄzÂHÀÍﬃÎ]ÌÌnÊÈMÄﬃÎ]ÁHÎ]ÙfÌÄ sÀnÂ
Ð4Å0ÆfÌ×ÙlÄT×fÄÁÀËHÎ]ÙfÌÄÂHÅ¿ÎﬃØ0ÄKÁÆfÍC¿ Î]ÏÄÌÄÔ7Î]Ï7ÂÍËÀnÂHÄËÀÅ0ÏÌÀÞ]ÄÂH¿fÄK×fÄÈ¥ÏfÀnÂHÄÏfÄÁÁﬀÅ]ÈsÂH¿fÄKÑhÀÍCÞ
ÉÎ2ÂHËÀ©!øÕ
+ïÂÚÀÁêÎ]×,Ø]Î]Ï7ÂCÎ]Ô0Å0ÆfÁKÈMÅ0ËêÅ0ÆfËêÇfÆfËÇlÅ0ÁÄÁêÂHÅ Á%ÂHÆf×,Ê ÙlÅ0ÆfÏf×Î]Ë%Ê ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0Ï ÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁÈMÅ0Ë
4ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]ÄKÇfËÅd×fÆfÍzÂHÁÀÏÂH¿fÄÆfÇfÇlÄË¿Î]ÌnÈsÇfÌWÎ]ÏfÄ
H := {z ∈ C : Im z > 0} Õ3ÄÍﬃÎ]ÌÌÀÏfÔêÂH¿Î2Â
ÂH¿fÄ¹ÂHËHÎ]ÏfÁ%ÈMÅ0ËÉÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ
z 7→ i 1− z
1 + z
, z ∈ D,
w 7→ i− w
i + w
, w ∈ H,
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D
ÍÅ0Ï,ÈMÅ0ËÉÎ]ÌÌnÊÅ0Ï7ÂHÅ
H
Î]Ïf× ØdÀÍÄØ0ÄËÁHÎ*¹Ð4ÄÁHÎﬃÊ ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
H : H → H
¦C§7Ç=ÇH¬iÅdÁ§2¢ÉAÅ
ÂHÅ.ÂH¿fÄb4ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]Ä~ÇfËÅd×fÆfÍzÂyspÕA4ÀnÈ
H(w) = i
1− B
(
i− w
i + w
)
1 +B
(
i− w
i + w
) , w ∈ H. spÕ 5
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ÍﬃÎ]ÏKÙlÄ¹ËÄÍÅ0ÏfÁ%ÂHËÆfÍzÂHÄ×êÈMËÅ0É
H(w)
Ù7ÊÉﬀÄﬃÎ]ÏfÁÅ]È*ÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ËÉ³ÆfÌWÎ
B(z) =
i−H
(
i
1− z
1 + z
)
i +H
(
i
1− z
1 + z
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H(w) = c
m∏
j=1
w − aj
w − bj , w ∈ H,
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
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c < 0, a1 < b1 < a2 < . . . < bm−1 < am < bm
ò
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c > 0, b1 < a1 < b2 < . . . <
am−1 < bm < am
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H(w) = c
m∏
j=1
(w − aj)
m−1∏
j=1
(w − bj)
, w ∈ H, spÕ 5
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c > 0, a1 < b1 < . . . < bm−1 < am
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H(w) = c
m−1∏
j=1
(w − aj)
m∏
j=1
(w − bj)
, w ∈ H, spÕ(
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c < 0, b1 < a1 < . . . < am−1 < bm
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H(w) = i
1− Ä ä τ
m∏
j=1
i− w
i + w
− zj
1− zj i− w
i + w
1 +
Ä
ä
τ
m∏
j=1
i− w
i + w
− zj
1− zj i− w
i + w
= i
m∏
j=1
[i(1− zj) + (1 + zj)w]− Ä ä τ
m∏
j=1
[i(1− zj)− (1 + zj)w]
m∏
j=1
[i(1− zj) + (1 + zj)w] + Ä ä τ
m∏
j=1
[i(1− zj)− (1 + zj)w]
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s1, . . . , sm ∈ T ÈMÅ0Ë=Ð¿fÀÍC¿ B(sj) = 1  H(w) Ø]Î]ÏfÀÁ¿fÄÁÈMÅ0Ë w = aj Ð¿fÄËÄ
aj := i
1− sj
1 + sj
j = 1, . . . , m.
¾¿fÄËÄ~Î]ËÄ¹Î]ÌÁÅ
m
ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
r1, . . . rm ∈ T ÈMÅ0Ë4Ð¿fÀÍC¿ B(rj) = −1 Õh¾¿fÄÏ H(w) ¿Î]ÁÎ³ÇlÅ0ÌÄsÈMÅ0Ë
w = bj
Ð¿fÄËÄ
bj := i
1− rj
1 + rj
j = 1, . . . , m.
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sj 6= −1, rj 6= −1 ÈMÅ0ËFÎ]ÌÌ j = 1, . . . , m ÕY¾¿fÄÏÂH¿fÄ.ÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ aj
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sl = −1 ÈMÅ0Ë4ÁÅ0ÉﬀÄ l ∈ {1, . . . , m} dÂH¿fÄÏ H(w) Ø]Î]ÏfÀÁ¿fÄÁÎ2ÂÀÏ*¥ÏfÀnÂ?Ê
fÎ]Ïf×TÐ4Ä¹Å0Ù,ÂCÎ]ÀÏÂH¿fÄ
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c < 0, a1 < b1 < . . . < am < bm
Å0Ë
c > 0, b1 < a1 < . . . < bm < am
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H(w)
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H(w) = c +
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Aj
w − bj .
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&dÀÏfÍÄ
Aj = lim
w→bj
H(w)(w − bj) = c
m∏
l=1
(bj − al)
m∏
l=1
l 6=j
(bj − bl)
< 0,
ÄﬃÎ]ÍC¿ÚÁÆfÉﬀÉÎ]Ïf×
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ÂHÅ
R∪ {±∞}  B(z) Å0ÙlÄzÊdÁ
ÂHÅ |B(t)| = 1 ÈMÅ0Ë t ∈ T Î]Ïf×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m
ÕÃÖsÄÏfÍÄ
B(z)
¿Î]Á
m
ÄËÅdÄÁ
z1, . . . , zm ∈ D PÍÅ0ÆfÏ7ÂHÄ×ÐÀnÂH¿
É³ÆfÌnÂHÀÇfÌÀÍÀnÂHÀÄÁÕ¾¿fÄ¹ÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
f(z) :=
B(z)
m∏
j=1
z − zj
1− zjz
ÀÁAÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄÄËÅ]ÈMËÄÄFÀÏ
D
Î]Ïf×TÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁ |f(t)| = 1, t ∈ T Õu¾¿fÄFÉÎA!,ÀÉ³ÆfÉwÇfËÀÏfÍÀÇfÌÄpÎ]ÇfÇfÌÀÄ×
ÂHÅ
f(z)
Î]Ïf×
1/f(z)
ÊdÀÄÌ×fÁsÂH¿Î2Â
f
ÀÁFÎ]ÏÆfÏfÀÉﬀÅd×fÆfÌWÎ]ËÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂYÄ
ä
τ , τ ∈ R ÕYÖsÄÏfÍÄ  B(z) ÀÁ
ÎK4ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]ÄÇfËÅd×fÆfÍzÂﬃÕBxÅ0ËYËHÎ2ÂHÀÅ0ÏÎ]ÌUÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0ÏfÁ~Å]È4ÂH¿fÄﬀÈMÅ0ËÉ spÕ 5¹Å0ËspÕ(
pÐÀnÂH¿ÂH¿fÄÍÅ0ËËÄ=`
ÁÇlÅ0Ïf×fÀÏfÔﬀÎ]ÁÁÆfÉﬀÇ,ÂHÀÅ0ÏfÁ=ÂH¿fÄYÇfËÅdÅ]ÈÀÁÁÀÉﬀÀÌWÎ]Ë4Î]Ïf×KÍﬃÎ]ÏÂH¿fÄËÄzÈMÅ0ËÄYÙlÄYÁÞ!ÀÇfÇlÄ×PÕ
xÅ0Ë4ÂH¿fÄYÁHÎ]Þ]Ä~Å]ÈÍÅ0Ï7Ø0ÄÏfÀÄÏfÍÄ~Ð4Ä~ÁÆfÇfÇlÅ0ÁÄ¹ÂH¿Î2ÂÂH¿fÄYÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ
xj := i
1− tj
1 + tj
yj := i
1− wj
1 + wj
j = 0, . . . , k
Î]ËÄÎ]ÌÌª¥ÏfÀnÂHÄ]ÕK¾¿fÄÔ0ÄÏfÄËHÎ]Ì4ÍﬃÎ]ÁÄÍﬃÎ]ÏÎ]ÌnÐ=ÎﬃÊdÁÃÙlÄËÄ×fÆfÍÄ×ÂHÅKÂH¿fÀÁÃÍﬃÎ]ÁÄÙ7Ê Î]Ï Î]ÇfÇfËÅ0ÇfËÀWÎ2ÂHÄ
ËÅ]ÂCÎ2ÂHÀÅ0ÏÅ]È
T
Õh¾¿fÄÏKÁÅ0ÌnØdÀÏfÔÃÂH¿fÄ¹ÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉäÈMÅ0Ë­4ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]ÄYÇfËÅd×fÆfÍzÂHÁÀÁ
Ä!ÆfÀnØ]Î]ÌÄÏ7ÂÂHÅﬀÁÅ0ÌnØdÀÏfÔ³ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇfËÅ0ÙfÌÄÉ
H(xj) = yj, j = 0, . . . k
spÕ >5
ÈMÅ0ËÎ.ËHÎ2ÂHÀÅ0ÏÎ]ÌlÈMÆfÏfÍzÂHÀÅ0Ï
H(x) =
P (x)
Q(x)
=
amx
m + . . . a1x + a0
bmxm + . . .+ b1x + b0
spÕ


Ð¿fÄËÄ
P
Î]Ïf×
Q
Î]ËÄsÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]ÌÁUÅ]ÈP×fÄÔ0ËÄÄ
m
Å0Ë
m− 1 MÙfÆ,Â4ÏfÅ]Â4ÙlÅ]ÂH¿Å]ÈP×fÄÔ0ËÄÄ m− 1 dÀNÕ Ä]Õ
am = 0
Å0Ë
bm = 0
ÀÁAÎ]×fÉﬀÀnÂÂHÄ×1ÐÀnÂH¿ﬀÀÏ7ÂHÄËÌWÎ]ÍÀÏfÔR7ÁÀÉﬀÇfÌÄËÄﬃÎ]Ì1ÄËÅdÄÁÕh¾¿fÄpÁ%ÂCÎ]Ïf×Î]Ë×ﬀÐ=ÎﬃÊÂHÅ
ÁÅ0ÌnØ0ÄpÀnÂ4ÍÅ0ÏfÁÀÁ%ÂHÁ=ÀÏÐ¥Ïf×fÀÏfÔÃÂH¿fÄpÍÅdÄzÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÁ
a0, . . . , am, b0, . . . , bm
Î]Á4ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁAÅ]ÈkÂH¿fÄpÌÀÏfÄﬃÎ]Ë
Á%ÊdÁ%ÂHÄÉﬀÁsÅ]ÈÄ!ÆÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁ
m∑
k=0
akx
k
j = yj
m∑
k=0
bkx
k
j j = 0, . . . k,
spÕ
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ÏêÎ]ÌnÂHÄËÏÎ2ÂHÀnØ0Ä¹ÄÌÄÉﬀÄÏ7ÂCÎ]Ë%ÊTÎ]ÇfÇfËÅ7Î]ÍC¿K¿Î]ÁËÄÍÄÏ7ÂHÌnÊTÙlÄÄÏê×fÄÁÍËÀÙlÄ×KÀÏ¨~©

NÕ
&dÆfÇfÇlÅ0ÁÄÏfÅ	Ð ÂH¿Î2Â¹ÂH¿fÄÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÀÁ¹ËÀÔ0À×MPÀNÕ Ä]Õ.ÂH¿fÄÉﬀÀÏfÀÉÎ]ÌÐÀÏf×fÀÏfÔTÏ!ÆfÉ³ÙlÄË
m = k/2
Õ
¾¿fÄÏÂH¿fÄ¿fÅ0ÉﬀÅ0Ô0ÄÏfÄÅ0ÆfÁhÁ%ÊdÁ%ÂHÄÉôspÕ
A*¿Î]ÁAÎ¹ÏfÅ0Ï`ïÂHËÀnØdÀWÎ]ÌdÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏPÕG+ïÈªspÕ
A¿Î]×Á%ÂHÀÌÌdÅ]ÂH¿fÄË
ÌÀÏfÄﬃÎ]ËÌnÊFÀÏf×fÄÇlÄÏf×fÄÏ7ÂhÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏfÁDÂH¿fÄËÄAÐ4ÄËÄ=Î]ÌÁÅFÎ]ÏÃÀÏf×fÄÇlÄÏf×fÄÏ7ÂhÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0Ï¹ÂH¿Î2ÂUÀÁ*Î]ËÙfÀnÂHËHÎ]ËÀÌnÊ
ÍÌÅ0ÁÄÃÂHÅÂH¿fÄy¥ËÁ%Â¹ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏPÕD&dÀÏfÍÄÃÂH¿fÄyÄËÅdÄÁFÅ]ÈAÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]ÌÁ×fÄÇlÄÏf×ÍÅ0Ï7ÂHÀÏ!ÆfÅ0ÆfÁÌnÊêÅ0ÏÚÂH¿fÄ
ÍÅdÄzÛﬀÍÀÄÏ7ÂHÁ!Ð4ÄsÍÅ0ÆfÌ×¥Ïf×ﬀÅ]ÂH¿fÄËAÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]ÌÁ
P˜
Î]Ïf×
Q˜
ÐÀnÂH¿ﬀÀÏ7ÂHÄËÌWÎ]ÍÀÏfÔ¹ÁÀÉﬀÇfÌÄ=ËÄﬃÎ]Ì1ÄËÅdÄÁ
Ð¿fÀÍC¿Ð4Å0ÆfÌ×Ô0ÀnØ0Ä~Î.×fÀ£øÄËÄÏ7Â¤4ÌWÎ]ÁÍC¿fÞ]Ä~ÇfËÅd×fÆfÍzÂ
B˜
ÁHÎ2ÂHÀÁ%ÈvÊdÀÏfÔ.ÂH¿fÄYÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁÕ
xËÅ0É ÂH¿fÀÁÍÅ0Ï7ÂHËHÎ]×fÀÍzÂHÀÅ0ÏTÐ4ÄYÀÏ,ÈMÄË=ÂH¿Î2ÂspÕ
A4¿Î]ÁsÎÅ0ÏfÄ=`?×fÀÉﬀÄÏfÁÀÅ0ÏÎ]ÌlÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏTÁÇÎ]ÍÄ]Õ
¾¿fÀÁsÅ0ÙfÁÄË%Ø]Î2ÂHÀÅ0ÏêÎ]ÌÌÅ	ÐÁ=ÂHÅﬀØ0ÄËÀnÈvÊTÈMÅ0ËsÎÔ0ÀnØ0ÄÏêÇlÅ0ÀÏ7ÂsÍÅ0Ï*¥Ô0ÆfËHÎ2ÂHÀÅ0ÏÂHÅﬀ×fÄÍÀ×fÄYÐ¿fÄzÂH¿fÄËFÀnÂ
ÊdÀÄÌ×fÁÎËÀÔ0À×ÇfËÅ0ÙfÌÄÉ Ù7ÊTÂCÎ]Þ!ÀÏfÔ.ÂH¿fÄFÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ³Á%ÂHÄÇfÁŁ
&ABﬂ4¿fÄÍCÞÂH¿Î2ÂÂH¿fÄÁ%ÊdÁ%ÂHÄÉ6spÕ
AÃ¿Î]ÁÎÅ0ÏfÄK×fÀÉﬀÄÏfÁÀÅ0ÏÎ]Ì4ÁÅ0ÌÆ,ÂHÀÅ0ÏÁÇÎ]ÍÄ]Õ¦+ïÈFÁÅRAÂH¿fÄ
ÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]ÌÁ
P (x) = amx
m + . . .+ a1x+ a0
Î]Ïf×
Q(x) = bmx
m + . . .+ b1x+ b0
Î]ËÄ
ÆfÏfÀ;!ÆfÄÌnÊ×fÄzÂHÄËÉﬀÀÏfÄ×KÆfÇÂHÅﬀÎ.ÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7ÂÈÝÎ]ÍzÂHÅ0ËfÂH¿fÄÀË­!ÆfÅ]ÂHÀÄÏ7Â
H = P/Q
ÀÁÆfÏfÀ;!ÆfÄ]Õ
&

 uÄËÀnÈvÊÂH¿Î2Â
P
Î]Ïf×
Q
Î]ËÄ¹Å]È×fÄÔ0ËÄÄ
m
Å0Ë
m− 1 fÙfÆ,ÂsÏfÅ]ÂÙlÅ]ÂH¿KÅ]È×fÄÔ0ËÄÄ m− 1 Õ
&*5Bﬂ4Å0Ï7ÂHËÅ0ÌÂH¿Î2Â
P
Î]Ïf×
Q
¿ÎﬃØ0Ä.Å0ÏfÌnÊÁÀÉﬀÇfÌÄYËÄﬃÎ]ÌGÄËÅdÄÁÕF¾¿fÀÁpÀÁpÇlÅ0ÁÁÀÙfÌÄ~ÆfÁÀÏfÔBü
©Ý¥Ç[ª
Å	¬H¤¥¬z¢ø¦C¬iÅ
Õ
&#nBﬂ4¿fÄÍCÞFÂH¿Î2ÂkÂH¿fÄªÄËÅdÄÁÅ]È
P
Î]Ïf×
Q
Î]ËÄhÀÏ7ÂHÄËÌWÎ]ÍÀÏfÔRÐ¿fÀÍC¿~ÀÁøÈMÆfÌ¥ÌÌÄ×FÀ£ÃÂH¿fÄhÇlÅ0ÌnÊdÏfÅ0ÉﬀÀWÎ]Ì
P ′Q−PQ′ ÀÁÄËÅ]ÈMËÄÄ4Å0Ï R 2ÁÄÄAÂH¿fÄuÁÆfÙfÁÄ!ÆfÄÏ7ÂÊ¢kÄÉﬀÉÎ×pÕ  Õ*¾¿fÀÁ*ÍﬃÎ]ÏÃÎ]ÌÁÅsÙlÄuÁÄzÂÂHÌÄ×
Ù7ÊB&!ÂHÆfËÉ ÁÄ!ÆfÄÏfÍÄÁÕ
&R'
 uÄËÀnÈvÊsÂH¿Î2ÂkÂH¿fÄhÍÅ0ÏfÁ%ÂCÎ]Ï7Â
c
ÀÏÐspÕ('
=*spÕ 5=DÅ0ËspÕ(
l¿Î]ÁkÂH¿fÄhÍÅ0ËËÄÍzÂÁÀÔ0Ï¹Ù7Ê¹ÍÅ0ÉﬀÇfÆ,ÂHÀÏfÔ
ÂH¿fÄYÌÀÉﬀÀnÂ
limx→+∞H(x)

limx→+∞H(x)/x
Å0Ë
limx→+∞ xH(x)
ËÄÁÇlÄÍzÂHÀnØ0ÄÌnÊ0Õ
éêëë|ì	î;í
¬z©u©ËÆ¬Á§7ÂÚÙ2¢ø§2ª.¡Ý£ Â Å
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£]¢É
Q
É]¡ F¬ÈÇY£]©uª§Åz© ÛÙ
1
¡v¢NÉ!¬IÍ ÇH¬C¬
ò
£]¢ÉÛ[§2©ËÆ2Æf£ Î]¬
§2¢ﬁÂÚÙÅz¡vª¤ÁÂ¬
ò
ÇH¬H£ ÂýD¬ÈÇH§	¬iÅ
ó
	
Æ¬z¢Ú©ËÆ¬iÅ	¬¤ýD¬ÈÇH§	¬iÅÆf£ Î]¬~©ËÆ¬Y¡v¢©?¬ÈÇ=Ân£!¦z¡v¢ÍÁÇH§iÁ¬ÈÇ[©sÙﬀ¡ ÌÃ£]¢ÉT§2¢ﬁÂÚÙﬀ¡ Ì
P ′(x)Q(x)− P (x)Q′(x) 6= 0 ∀x ∈ R. spÕ  
ÑhËÅdÅ]È^Õ¢kÄzÂyspÕ

4ÙlÄFÈMÆfÌ¥ÌÌÄ×PÕU¾¿fÄÏ
H ′(x) =
P ′(x)Q(x)− P (x)Q′(x)
Q2(x)
6= 0
Å0ÏaÄzØ0ÄË%ÊÀÏ7ÂHÄË%Ø]Î]ÌhÙlÄzÂ?Ð4ÄÄÏ Â?Ð4ÅêÏfÄÀÔ0¿!ÙlÅ0ÆfËÀÏfÔBÄËÅdÄÁ
x′, x′′
Å]È
Q
ÁÆfÍC¿aÂH¿Î2Â
H
ÀÁYÁ%ÂHËÀÍzÂHÌnÊ
ÉﬀÅ0ÏfÅ]ÂHÅ0ÏfÀÍﬃÎ]ÌÅ0Ï
(x′, x′′)
ÕspÕ

FÎ]ÌÁÅKÀÉﬀÇfÌÀÄÁsÂH¿Î2Â
P
Î]Ïf×
Q
¿ÎﬃØ0ÄÏfÅKÍÅ0ÉﬀÉﬀÅ0ÏNÄËÅdÄÁ~ÁÅ
ÂH¿Î2Â
lim
x→x′
|H(x)| = +∞, lim
x→x′′
|H(x)| = +∞.
xËÅ0É ÂH¿fÄÀÏ7ÂHÄËÉﬀÄ×fÀWÎ2ÂHÄ.Ø]Î]ÌÆfÄÂH¿fÄÅ0ËÄÉ ÀnÂYÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÁ~ÏfÅ	ÐwÂH¿Î2Â
H
Î]Ïf× ¿fÄÏfÍÄ
P
¿Î]ÁÃÄ=!fÎ]ÍzÂHÌnÊ
Å0ÏfÄDÄËÅﬀÀÏ
(x′, x′′)
Õh¾¿fÄ~ÇfËÅdÅ]È*Å]È*ÂH¿fÄYÍÅ0Ï7Ø0ÄËÁÄÃÁ%ÂCÎ2ÂHÄÉﬀÄÏ7ÂsÀÁÁÀÉﬀÀÌWÎ]ËÕ
ÓaÄYÁÆfÉﬀÉÎ]ËÀ;ÄFÅ0ÆfËÍÅ0ÏfÁÀ×fÄËHÎ2ÂHÀÅ0ÏfÁÀÏTÂH¿fÄ¹ÈMÅ0ÌÌÅ	ÐÀÏfÔ
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B(z)
§ÌYª.¡v¢¡vªﬀ£ Â§7ÇJÉ!¬ÈÇ³¦H£]¢ºÛ[¬³¦C§2ª¤Ál¥d©?¬{É
ó
sÄ=!dÂÐ4Ä~ÀÏ7Ø0ÄÁ%ÂHÀÔ7Î2ÂHÄ¹ÈMËHÎ]Ô0ÀÌÄFÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁfÀNÕ Ä]Õ
2m < k
Õ+ïÈÐ4Ä~ÍC¿fÅdÅ0ÁÄÃÎ]Ï7ÊÁÆfÙfÁÄzÂpÅ]È
2m+ 1
ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁÂH¿fÄÏêÂH¿fÄÃÍÅ0ËËÄÁÇlÅ0Ïf×fÀÏfÔÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏTÇfËÅ0ÙfÌÄÉ#ÀÁsËÀÔ0À×PÕ¾¿fÀÁsÀÁÂH¿fÄ
Þ]ÄzÊTÂHÅﬀÎ]ÏêÎ]ÌÔ0Å0ËÀnÂH¿fÉwÈMÅ0Ë=ÂH¿fÀÁÇfËÅ0ÙfÌÄÉ ÍÌWÎ]ÁÁŁ
&ABﬂ4¿fÅdÅ0ÁÄYÇÎ]Ë%ÂHÀWÎ]ÌøÇfËÅ0ÙfÌÄÉﬀÁ=ÐÀnÂH¿
1, 3, . . . , l
ÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏÇlÅ0ÀÏ7ÂHÁ,Ð¿fÄËÄ
l :=
{
k − 1 ÀnÈ k ÀÁÄzØ0ÄÏM
k − 2 ÀnÈ k ÀÁÅd×f× .
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ÁHÎ2ÂHÀÁv¥ÄÁFÎ]ÌÌPÀÏ7ÂHÄËÇlÅ0ÌWÎ2ÂHÀÅ0ÏTÍÅ0Ïf×fÀnÂHÀÅ0ÏfÁ
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